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(384-322 A. C.)

1.1 PROPOSICIONES
1.2 OPERACIONES VERITATIVAS
1.3 FORMAS PROPOSICIONALES

1.4 EQUIVALENCIA LOGICA'Y ALGEBRA DE
PROPOSICIONES

DESARROLLO DECIMAL DE =
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ARISTOTELES
(384-322 A. C.)

ARISTOTELES, junto con Socrates y Platon, son considerados como los
pensadores mas destacados de la Antigua Grecia. Por su propio lado, Aristételes es
visto como el intelecto mas influyente dentro de la filosofia occidental y como una
de las mentes mas vastas que ha producido la humanidad. El sent6 las primeras
bases firmes de muchas disciplinas actuales, como la biologia, psicologia, fisica,
teoria literaria, ética, logica, etc.

Nacié en Estagira (actualmente, Estavro), una pequefia ciudad de Macedonia, al
norte de Grecia. Por esta razén, a Aristdteles lo llaman el Estagirista. Su padre,
Nicomachus, fue médico de la corte del Amintas Ill, rey de Macedonia. Amintas Il
fue el padre del rey Filipo Il, conquistador de la Grecia Antigua, y abuelo de
Alejandro Magno, el gran conquistador del mundo antiguo.

Cuando cumplié los 17 afios viajo a Atenas para estudiar en la Academia de
Platon. Aqui permanecié 20 afios. En el afio 345 A. C., se mudd a Pela, capital
antigua de Macedonia, donde se convirtio en el tutor de Alejandro. En 336 A. C.,
regresa a Atenas y funda su propia escuela: El Liceo. Las clases son dadas,
mayormente, a lo largo de un paseo techado (peripatos). Por este motivo, los
seguidores de Aristdteles, reciben el nombre de Peripatéticos.

Después de la muerte de Alejandro, en el afio 323 A. C., en Atenas se desarrolla un
resentimiento en contra los macedonios. Por tal razdn, Aristételes se traslada a
Calcis, en la isla de Eubea, donde muere un afio después, a la edad de 62 afios.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Durante la vida de Aristoteles (384 a 322 A. C.), en América sucedieron los
siguientes hechos notables: En América Central, la civilizacion Maya vivia los
Gltimos afios de periodo preclasico (2.000 A. C. A 100 D. C.). En esa época
comienza la construccidn de sus piramides. En el Per, se desarrollaba la cultura
Chavin de Huantar (2000 A .C a 600 D. C.). Las culturas Inca y Azteca son muy
posteriores. Ellas aparecen recién en los siglos XII y XIV de nuestra era,
respectivamente.
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SECCION 1.1
PROPOSICIONES

Los diferentes juicios que ocurren en nuestro lenguaje pueden ser clasificados en
tres clases: Juicios interrogativos, juicios imperativos y juicios declarativos. Son los
juicios declarativos los que nos sirven para la exposicion y fundamentacion del
pensamiento cientifico.

Una proposicion es un juicio declarativo del cual tiene sentido decir que es
verdadero (V) o que es falso (F), pero no ambas cosas simultdneamente. No es
necesario saber de antemano que el juicio es verdadero o es falso, lo Unico que
requerimos es que sea lo uno o lo otro, aunque no se conozca cual de los dos casos.

EJEMPLO 1] Los siguientes juicios declarativos son proposiciones:

a. El agua se compone de hidrdgeno y oxigeno (V)
b.2+5=8 (F)
c. Todo estudiante es universitario (F)
d. Algunos estudiantes son universitarios (V)
e. El trillonésimo digito de la expansion decimal de = es 5. (?)

El juicio declarativo (e) es una proposicion debido a que éste es verdadero o es
falso, aunque no tengamos la menor idea de cual de los dos casos es, ya que tal digito
nadie lo ha calculado todavia (ver Desarrollo decimal de =, final del capitulo).

EJEMPLO 2| Los siguientes juicios no son proposiciones:

a. jNo fumar! b. ¢Como te llamas?
c. Esta proposicion es falsa

Los dos primeros juicios no son declarativos: (a) es imperativo y (b) es
interrogativo. Observar que para este tipo de juicio no tiene sentido preguntar si son
verdaderos o falsos. El juicio (c) es contradictorio: Si suponemos que es verdadero,
entonces resulta falso. Si suponemos que es falso, resulta verdadero. Como una
proposicién no puede ser verdadera y falsa a la vez, concluimos que (c) no es
proposicion.

Con el animo de simplificar y de aprovechar la ventaja que nos proporciona la
aritmética, en lugar de usar las letras V y F para representar los conceptos de
verdadero y falso respectivamente, usaremos los nimeros 1 y 0. A toda
proposicién verdadera le asignamos el valor 1, y a toda proposicion falsa le
asignamos el valor 0. Aln mas, llamaremos valor légico de una proposicion al valor
1 6 0 que le corresponda, segln la proposicion sea verdadera o falsa.
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Para representar proposiciones usaremos las letras p, g, r, s, t, etc. Usaremos la
expresion VL para representar el valor l6gico.

EJEMPLO 3| Sip y g son las siguientes proposiciones:

p : 5esun ndmero primo, q:4 <2, entonces
VL(p)=1y VL(@=0

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1

1. Determinar cuales de las siguientes expresiones son proposiciones:

a. Sucre peled en la batalla de Ayacucho.
b. El oxigeno es un gas.

¢. Todos los hombres son mortales

d. Nadie es perfecto.

e. Algunos nimeros enteros son positivos.

f. Caballo llanero, ¢porqué estas tan viejo y cansado?

34832 , .
+ 1 es un namero primo.

g. El nimero 2
h. jTen cuidado!.

i. El que se crea libre de pecado, que lance la primera piedra.
j. Algunas proposiciones son falsas.

k. Se puede aprender a ser inteligente.

I. jSélvese el que pueda!
, 2
m. Para todo nimero real x, X~ = x
, 2
n. Para todo nimero real X, X <X

. , 2
0. Existe un nimero natural ntal que n” =n
p. Toda regla tiene su excepcion.
g. Toda proposicion que tiene menos de 15 palabras es falsa.

2. Problema recreativo. Un explorador, prisionero por los canibales va a ser
sacrificado en el templo de la diosa ""Verdad". El prisionero tiene el privilegio
de decidir entre ser asado o ser hervido. Para esto, el explorador debe decir una
proposicién. Si la proposicion es verdadera, él sera hervido y si es falsa, serd
asado. El explorador escoge como su proposicién a la siguiente: "Yo seré asado".
¢Qué haran los canibales?
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SECCION 1.2
OPERACIONES VERITATIVAS

En el lenguaje diario se tienen ciertos términos que nos permiten conectar
proposiciones para producir otras mas complejas. Asi, con las proposiciones:

a. Marte es un planeta b. El sol es una estrella,
construimos estas otras:
1. Marte es un planeta y el sol es una estrella
Marte es un planeta o el sol es una estrella
O Marte es un planeta o el sol es una estrella

2
3
4. Si Marte es un planeta entonces el sol es una estrella
5. Marte es un planeta siy sélosi el sol es una estrella
6

Marte no es un planeta.

A los términos conectivos:
y; 0; 0..0; si ..entonces; siysolosi; no;

provistos del significado preciso que les daremos mas adelante, se les llama
conectivos l6gicos elementales.

A las proposiciones que no contienen conectivos légicos las llamaremos
proposiciones simples o atdmicas. Las proposiciones que se obtienen combinando
otras, mediante los conectivos, las llamaremos proposiciones compuestas. Asi, las
proposiciones a y b anteriores, son simples. En cambio, las proposiciones
enumeradas de 1 al 6, son compuestas.

Los conectivos ldgicos elementales nos permitiran definir operaciones con
proposiciones. Estas operaciones, como veremos oportunamente, tienen la
caracteristica de que el valor ldgico de la proposicion resultante sélo depende de los
valores ldgicos de las proposiciones componentes. En general, a toda operacién con
proposiciones que tenga esta propiedad, se le llama operacién veritativa. Ahora
bien, el calculo proposicional es el estudio de las operaciones veritativas.

Nos concretaremos, ahora, a presentar cada uno de los conectivos l6gicos
elementales y las operaciones veritativas a que dan lugar. Comenzaremos
introduciendo un nombre y un simbolo para cada uno.
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NOMBRE SIMBOLO TRADUCCION
Negacion ~ no, no es el caso que
Conjuncién A y
Disyuncién (inclusiva) Vv 0
Disyuncioén Exclusiva v 0..0
Condicional - si ..., entonces
Bicondicional X si y s6lo si

LA NEGACION

DEFINICION | Sea p una proposicion. La negacion de p es la proposicion ~p

que se lee "no p", "no es el caso que p" y cuyo valor l6gico esta
dado por la siguiente tabla de verdad.

p |~
0
0|1

Esta tabla dice, en forma sintética, que ~p es falsa cuando p es verdadera y que
~p es verdadera cuando p es falsa. Este mismo resultado lo podemos expresar en
forma analitica mediante la siguiente igualdad:

VL(~p) = 1-VL(p)
En efecto:
Si VL(p) =1, entonces VL(~p)=1-VL(p)=1-1=0 y si V(p) =0, entonces

VL(~p)=1-VL(p)=1-0=1.

EJEMPLO 1| La negacion de la proposicion:

p : Mérida es un estado andino
es la proposicion:
~p : Mérida no es un estado andino.

Como p es verdadero, ~p es falsa.

Un resultado importante que se obtiene de la igualdad: VL(~p) = 1 — VL(p), es
que el valor l6gico de ~p depende Unicamente del valor l6gico de p. Este hecho nos
dice que la negacidn de proposiciones es una operacién veritativa.
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LA CONJUNCION
Sean p y q dos proposiciones. La conjuncién de p y q es la

proposicion p A g, que se lee "'p y Q' y cuyo valor l6gico esta
dado por la siguiente tabla:

pld|PAQ
11111
1100
o|1] 0
0o|o0]| 0

También se puede definir la conjuncion mediante la siguiente igualdad:

VL(pAq)=min{VL(p), VL(9)}

La tabla de verdad o la igualdad anteriores nos dice que p A q es verdadero en el
casode que p y g sean ambos verdaderos, y que es falso en los otros tres casos. Es
decir, p A q es verdadera solamente cuando ambas, p y g, son verdaderas.

Llamaremos conjuncion a la operacion que a cada par (p, q) de proposiciones le
asigna la proposicion p A g. La conjuncién es una operacion binaria, ya que el
resultado p A @, se obtiene a partir de operar dos proposiciones, p y (@. La
conjuncion también es una operacion veritativa, ya que el valor légico de p A q,
como indica la tabla anterior, sélo depende de los valores légicos de p y de q.

EJEMPLO 2| Si p: Péez peled en Carabobo
q : Bolivar murié en Colombia.

r : Sucre naci6 en Caracas
entonces,
a. pAQ: Péez peled en Carabobo y Bolivar muri6é en Colombia.

Ademéds, VL(pAq)=1yaque VL(p)=1y VL(q)=1

b. g Aar: Bolivar murié en Colombia y Sucre naci6 en Caracas.
Ademés, VL(qAr)=0,yaque VL(q)=1y VL(p)=0

LA DISYUNCION
Sean p y q dos proposiciones. La disyuncion dep y q esla

proposicién p v g, que se lee "p 0 ", y cuyo valor légico esta
dado por la siguiente tabla:



8 Capitulo 1. Calculo Proposicional

pld|pPVvq
1(1] 1
10| 1
o1 1
ojo] o0

También se puede definir la disyuncidon mediante la siguiente igualdad:

VL(pv q) = max{VL(p), VL(q) }

La tabla de verdad o la igualdad anteriores, nos dice que p v g es verdadera si p es
verdadera, q es verdadera o ambas son verdaderas; y pv q es falsa siambas,p y q,
son falsas. Es decir, p v q es falsa solamente cuando ambas, p y g, son falsas.

Llamaremos disyuncion a la operacion que a cada par de proposiciones (p, q), le
asigna la proposicion p v g. La disyuncion, al igual que la conjuncién, es una
operacion veritativa binaria.

EJEMPLO 3| Si, p: Madrid esta en Espafia, ¢ : Miami estd en Canada

r : Roma esta en Francia
entonces
a. pv(:Madrid esta en Espafia 0 Miami en Canada.

VL(pvag)=1yaque VL(p)=1 y VL(q)=0

b. qwvr: Miami estd en Canadd o Roma esta en Francia.

VL(gvr)=0,yaqueVL(@) =0 y VL(r)=0

LA DISYUNCION EXCLUSIVA
Sean p y q dos proposiciones. La disyuncion exclusivade py q

es la proposicion p v g, que se lee "o p 0 ", y cuyo valor légico
esta dado por la siguiente tabla:

p|d|pvq
111]0
101
011
ojo| o

También se puede definir la disyuncion exclusiva mediante la siguiente igualdad:

VL(pv ) = |VL(p) - VL(@) |
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Comparando la tabla de verdad de la disyuncién con la tabla de la disyuncién
exclusiva se ve que estas solo se diferencian en la primera fila. La disyuncién
exclusiva p v q es falsa si ambas, p y g son verdaderas. A la disyuncion para
diferenciarla con nitidez de la disyuncidn exclusiva, también se la Illama disyuncion
inclusiva.

Mas adelante veremos que p v g es "equivalente” a la proposicion:

(PA~q) v (gA~p)

EJEMPLO 4| Si, p:7esunnimeroprimo, q:7esunndmero par.

r: 7 es mayor que 2.
entonces,
a. pv q: O 7esunndmero primo 6 7 es un ndmero par.
VL(pva)=1yaque VL(p)=1y VL(g)=0

b. pv r: O 7esunndmero primo 6 7 es mayor que 2.
VL(pvr)=0,yaqueVL(p)=1y VL(r)=1

EL CONDICIONAL
DEFINICION| Seanpyq dos proposiciones. El condicional con antecedente p

y consecuente q es la proposicion p — ¢, que se lee "'si p,
entonces q'', y cuyo valor l6gico esta dado por la siguiente tabla:

pld|p—q
111] 1
10| O
o 1] 1
oo 1

La tabla nos dice que el condicional es falso s6lo cuando el antecedente es
verdadero y el consecuente falso. En cualquiera de los otros tres casos, el condicional
es verdadero.

Hacemos hincapié en la tercera y cuarta fila de la tabla. Estas dicen que si el
antecedente es falso, el condicional es verdadero, no importando el valor 1dgico del
consecuente. Este resultado incomoda a mucha gente, ya que en el lenguaje diario,
una proposicién condicional casi siempre lleva consigo un contenido de causa y
efecto. Para sentirnos mas comodos respecto a la adopcion de esta tabla, veamos el
siguiente ejemplo de la vida real. Supongamos que tu papa te hace la siguiente
promesa:
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"Si apruebas el curso de Estructuras te llevo a Margarita"
En cualquiera de los tres casos siguientes la promesa no ha sido rota:
1. Aprobaste Estructuras y te llevaron a Margarita.
2. No aprobaste Estructuras y te llevaron a Margarita
3. No aprobaste Estructuras y no te llevaron a Margarita.

En cambio, en el siguiente caso, la promesa si ha sido rota.

4. Aprobaste Estructuras y no te llevaron a Margarita.

EJEMPLO 5| Todas las proposiciones condicionales siguientes son verdaderas,

excepto la segunda:
1. Si5esprimo, entonces 2+1=3 2. Si5esprimo, entonces 2+1=4

3. Si 6 esprimo, entonces 2+1=3 4. Si 6 esprimo, entonces 2+1=4

En la matematica, las proposiciones condicionales tienen especial relevancia,
debido a que la gran mayoria de sus teoremas son proposiciones de este tipo. En este
caso, al antecedente se le llama hipétesis y al consecuente tesis

Hipotesis — Tesis

CONDICION NECESARIA Y CONDICION SUFICIENTE

Por razones de conveniencia vamos a cambiar las variables p y g en el condicional
p — g, por las variables sy n, y escribiremos: s — n.

Se usan varias expresiones idiomaticas para indicar el condicional s — n. Entre las
mas comunes tenemos la de "condicidon necesaria y condicion suficiente". El
antecedente (o hipdtesis) es la condicidn suficiente, y el consecuente (o tesis) es la
condicién necesaria. Es decir, esquematicamente, se tiene:

(suficiente) — (necesario)

De acuerdo a esta terminologia, el condicional s — n puede ser leido de las
siguientes maneras:

1. Sis, entonces n. 2. nes condicion necesaria para s.
3. Una condicion necesaria para s €s n. 4. ses condicién suficiente para n.
5. Una condicion suficiente para n ess.

Existen tres maneras més:

6. nsis. 7. ssélo sin. 8. ssolamente si n.
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EJEMPLO 6| Sean las proposiciones:

t: Lafigura es un rectangulo ¢ : Lafigura es un cuadrado
r: Lafiguraes un rombo d: Lafigura es un cuadrilatero
Expresar simbdélicamente las siguientes proposiciones:

1. La figura es un cuadrado s6lo si la figura es un rectangulo.

2. Una condicién suficiente para que la figura sea un rombo es que
la figura sea un cuadrado.

3. Una condicion necesaria para que la figura sea un rectangulo es
que la figura sea un cuadrilatero.

4. Que la figura sea un cuadrado es una condicion suficiente para
que la figura sea un cuadrilatero.

5. Que la figura sea un cuadrado es condicién necesaria para que la
figura sea un rombo y un rectangulo.
Solucion

l.c—ot, 2.Cor, 3.t—>d, 4.c—d, 5,(rat)—>c

CONDICIONALES ASOCIADOS

A cada condicional p — g se le asocian otros tres que se obtienen permutando el
antecedente con el consecuente o sus negaciones. Estos condicionales son los
siguientes:

1. Directo: p—q 2. Reciproco: q—p

3. Contrario: (~p)—(~q) 4. Contrarreciproco: (~q)— (~p)

p—q Reciproco q—p

olreauo)d
)
&
olreauod

\ S

(~p) — (~0@)  Reciproco (~Q) — (~p)

Cualquiera de las cuatro proposiciones se puede tomar como directa, y a partir de
ella construir las otras tres asociadas.

EJEMPLO 7| Enunciar el reciproco, contrario y contrarreciproco del condicional:

Si el triangulo es equilatero, entonces el tridangulo es isdsceles.
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Solucion
Reciproco: Si el triangulo es isésceles, entonces el triangulo es equilatero.
Contrario: Si el tridngulo no es equilatero, entonces el tridngulo no es isdsceles

Contrarreciproco: Si el tridangulo no es isosceles, entonces el triangulo no es
equilatero

EL BICONDICIONAL
DEFINICION| Seanp y g dos proposiciones. Se llama bicondicional de p y
q a la proposicion p ¢« q, que se lee "'p si y s6lo si ", 0 "'p es

condicion necesaria y suficiente para q'', y cuyo valor ldgico es
dado por la siguiente tabla:

pld|p<q
111 1
10| O
o|1| O
olo| 1

La tabla nos dice que p «» q es verdadera cuando VL(p ) = VL(q), y es falsa
cuando VL(p) = VL(q).

El nombre de bicondicional proviene del hecho de que p « g es "equivalente” a

(p = ) A (g = p). Este resultado lo justificaremos mas adelante. Esta equivalencia
también explica las expresiones idiomaticas: "p si y sélo si q" y "p es condicién
necesaria y suficiente para q". En efecto: "p si y sélo si " es conjuncién de "p si "
y "p solamente si ", que corresponden a los condicionales g > p y p — q,
respectivamente.

En forma similar, "p es condicion necesaria y suficiente para g" es la conjuncion de
"p es condicién necesaria para q" y "p es condicion suficiente para ", que

corresponden a los condicionales g — p y p — q, respectivamente.

Si, p: 2+1=3 siysélosi 2<3
q: 2+1=3 siysolosi 2>3
r; 2+1=4 siysolosi 2>3
t: 2+ 1=4escondicion necesaria y suficiente para que 2 < 3.
entonces,
VL(p)=1, VL(@=0, VL(I)=1, VL({)=0.
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CIRCUITOS COMBINATORIOS

Las computadoras digitales estan disefiadas para obtener salidas apropiadas a partir
de entradas dadas. Tanto las entradas, como las salidas, son procesadas en términos
de bits (binary digits); es decir, 0 ¢ 1. Todos los datos y programas se reducen, en
Gltima instancia, a combinaciones de bits. Se han utilizado variedad de recursos para
procesar bits en una computadora. Para esto se han aprovechado los objetos de la
vida real que, como las proposiciones, gozan de la propiedad de bivalencia (asumen
s6lo dos valores). Entre estos estan el interruptor o conmutador (switch) de un
circuito eléctrico, que puede estar cerrado o abierto; el transistor (inventado por
los laboratorios Bell en 1.947), cuya corriente puede estar presente o ausente; un
magneto, que puede magnetizarse positivamente o negativamente. Actualmente, las
computadoras digitales estan construidas basandose en transistores. ;CAmo
funcionan?. Walter Issacson, en un articulo dedicado a Andrew Grove (creador de
Intel, la compafiia que fabrica microchips) nos dice asi: "Cada transistor sobre la
superficie de un chip de silicon actia como un switch que puede abrir o cerrar
compuertas. Las computadoras procesan informacion manipulando sucesiones de
compuertas abiertas y compuertas cerradas. Una carga positiva aplicada a una
compuerta atrae electrones, permitiendo que la corriente fluya entre la entrada y la
salida. Una carga negativa detiene la corriente y cierra la compuerta” (Revista TIME,
29-12-1997).

Terminaremos esta seccion haciendo una presentacion breve sobre circuitos
combinatorios o circuitos logicos. Un circuito combinatorio puede pensarse como
una "caja" que acepta un conjunto de entradas (imputs) y genera un conjunto de
salidas (outputs). Cada entrada y cada salida es un bit. Los datos de salida estan
univocamente determinados por la combinacion de los datos de entrada. Un circuito
combinatorio no tiene memoria; los datos de entrada anteriores al estado del sistema,
no afectan los datos de salida. Los circuitos en los cuales los datos de salida
dependan tanto de los datos del sistema como del estado del sistema se llaman
circuitos secuenciales. De estos Ultimos no nos ocuparemos.

Todo circuito combinatorio, por complicado que sea, se puede construir sobre la
base de unos pocos circuitos muy simples, a los que se les da el nombre de
compuertas ldgicas o, simplemente, compuertas. Las compuertas esenciales son
tres: Compuerta-NO, compuerta-Y y compuerta-O, que las mostramos a
continuacion a través de los interruptores.

Ya vimos que un interruptor (swicht) tiene la cualidad de estar abierto o estar
cerrado. Si est4 abierto no permite el paso de la corriente y si estd cerrado, deja
pasar la misma. Las figuras siguientes nos ilustran estas dos situaciones:

Interruptor abierto Interruptor cerrado
~ \ é/
Bateria Bateria /\\

A los interruptores cerrados, al igual que a las proposiciones verdaderas, les
asignamos el valor 1; y a los interruptores abiertos, al igual que las proposiciones
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falsas, les asignamos el valor 0. Llamaremos valor de conduccién (V. de C.) de un
interruptor al valor 1 6 0 que le corresponda, segun el interruptor esté abierto o
cerrado.

A un interruptor lo simbolizaremos en la forma simple que indica la siguiente
figura. Ademas, para representarlos, usaremos las mismas variables que para las
proposiciones: p, g, I, S, t, etc.

S —

La siguiente figura nos muestra dos interruptores cuyos estados de conduccion son
opuestos. Cuando uno esta cerrado el otro esta abierto, y viceversa.

p|~p

A dos interruptores que se comportan de este modo se les llama interruptores
complementarios. Si a uno de ellos se denota con p, el otro se denota con ~p; que
es la misma notacién que usamos para una proposicion y su negacion.

Construyamos la tabla del valor de conduccion de dos circuitos complementarios.

CIRCUITO p |~

01

Observamos el hecho importante de que esta tabla de conduccion coincide con la
tabla de verdad de la negacion de proposiciones.

A todos los circuitos cuyas tablas de conduccidn coincidan con la tabla anterior se
les da el nombre genérico de compuerta-No o inversor, la cual se simboliza asi:

Compuerta-NO 4l>o_'
)

La conjuncion de proposiciones corresponde, en la teoria de los circuitos, a la
conexion en serie de interruptores. En efecto, la tabla de conduccion de los dos
interruptores conectados en serie coincide con la tabla de verdad de la conjuncién.

CIRCUITO p|q |V-deC.
— A 1] s
Conexic ] — 7 _J1]0| o
onexion en serie
S/ |o|1| o
_ 7/ |olo 0

A todos los circuitos cuyas tablas de conduccidn coincidan con la tabla anterior se
les da el nombre genérico de compuerta-Y, la cual se simboliza asi:
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Compuerta-Y D
(n)

La disyuncién de proposiciones corresponde, en la teoria de los circuitos, a la
conexion en paralelo de interruptores. En efecto, la tabla de conduccién de los dos
interruptores conectados en paralelo coincide con la tabla de verdad de la disyuncion.

Conexioén en paralelo g
q

La tabla de conduccion de esta conexidn es la siguiente

CIRCUITO p| d |V.deC|

;101

‘E;}Ooo

A todos los circuitos cuyas tablas de conduccidn coincidan con la tabla anterior se
les da el nombre genérico de compuerta-O, la cual se simboliza asi:

Compuerta-O D
v)

EJEMPLO 9| Determinar los circuitos, tanto en términos de interruptores como

de compuertas, correspondientes a las proposiciones:

1. ~pvq 2. (~pva)a(~qvp) 3. (pA~d)Vv(gA~p)
Solucion.
p—| ~p
L {2 P
q
- H
(~pVva)A(~avp)
q p
p pA~q
O2F
- (p A~ Q)V(a A~p)
q —_— —

~p

[SIMBOLOGIA.| En adelante, a un interruptor p representaremos simplemente asf

— P —
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PROBLEMAS RESUELTOS 1.2

| PROBLEMA 1] Sean las proposiciones:

p: 2esunndmeroprimo. ¢: 1/2 esun ndmero racional.
r: 4 es un nimero par.

Traduce al lenguaje diario las siguientes proposiciones:
Lopnr 2. (~p)vq 3. ~(~p)

4. ~((~p) > q) 5. (prg)—>r 6. (rv(~q)— (~p)
Solucién

1. 2 esun ndmero primo y 4 es un nimero par.

2. O 2no es un nimero primo o0 1/2 es un nimero racional.

3. No es cierto que 2 no es un nimero primo.

4. No es cierto que; si 2 no es nimero primo, entonces 1/2 es un ndmero racional.
5. Si 2 es un nimero primo y 1/2 es un racional, entonces 4 es un nmero par.

6. Si 4 es un nimero par o 1/2 no es un nimero racional, entonces 2 no es un
ndmero primo.

| PROBLEMA 2| Sean las proposiciones:

s: Los intereses suben d: El dinero escasea b : La inflacién baja.
Escribir simbodlicamente las siguientes proposiciones:
. Si el dinero escasea, entonces los intereses suben y la inflacion baja.
. El dinero escasea solo si la inflacién baja.
. Que el dinero escasee es condicién necesaria para que los intereses suban.
. Una condicion suficiente para que los intereses suban es que la inflacion baje.
. Una condicion necesaria para que el dinero escasee es que los intereses suban.

. Para que la inflacion no baje es suficiente que el dinero no escasee.

~N oo o B~ W N P

. Una condicién necesaria y suficiente para que los intereses no suban es que la
inflacion baje y el dinero escasee.

Solucion
1.d—>(sAb) 2.d—>b 3. s—>d 4. b—>s
5. d—s 6. (~d) > (~b) 7.(~s) ¢ (bad)

| PROBLEMA 3] Sean las proposiciones:
p: 5>7, r:5+15=20
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Hallar el valor légico de:
1 par 2. (~p) AT 3. r—>p 4. ~(r < (~p))

Solucién
Tenemos que VL(p)=0, VL(~p)=1 y VL(r)=1. Luego,
1. VL(pA)=0 2. VL((~p)Ar)=1
3. VL(r—>p)=0 4. VL(~(r <> (~p))) =0

PROBLEMA 4] Identificar el antecedente (a) y el consecuente (c) de cada una
de los siguientes condicionales.

1. Que lluevay haga frio son condiciones suficientes para que estemos en invierno.

2. Que el asesino no fuera un fanatico solitario es condicién necesaria para que
Kennedy muriera victima de un complot

3. x*=4solamentesi x =2

4. Una condici6n necesaria para que Alemania gane el campeonato mundial es que
Brasil no compita.

Solucion

1. Que llueva y haga frio son condiciones suficientes para que estemos en invierno
a c

2. Que el asesino no fuera un fanatico solitario es condicion necesaria para que
c
Kennedy muriera victima de un complot
a

3. a’=4solamentesi a=2

a

o

4. Una condici6n necesaria para que Alemania gane el campeonato mundial es que
a

Brasil no compita
c

| PROBLEMA 5] 1. ;Cuantas operaciones binarias veritativas existen?. O sea,
(cuantos conectivos logicos binarios se pueden definir?

2. ¢Cuales son éstas?
Soluciones

1. La tabla de verdad de una operacién binaria tiene 4 filas. Como para cada fila
podemos asignarle 2 valores légicos (1 6 0), entonces tenemos:

2x2x2x2=2"=16

tablas de verdad y, por tanto, 16 operaciones binarias veritativas.



18 Capitulo 1. Calculo Proposicional

2. Estas son:
pladj 123456 7 89 1011 12 13 14 15 16
1{12(1 111011010 010 ¢g g o0
1(0/1 110110911200 074 o
011101100110100100
0(0f10111 0110100 19090 ¢

Observar que:

a. Lascolumnas 2,4,7,11 y 12 corresponden a las conectivas v, —, <>, v, V A,
respectivamente.

b. La columna 13 es la negacion de v, la 15 es la negacion de —.
c. Lacolumnas es la negacion de A.
d. Las columnas 7y 11 nos dicen que v es la negacion de <.

La primera columna tiene la particularidad especial de que todas sus entradas son
1. En cambio, todas las entradas de la dltima columna son 0. De la primera se dice
que es una tautologia y de la dltima, una contradiccién. Gran parte del resto de este
capitulo lo dedicaremos a estudiar las tautologias.

| PROBLEMA 6| Construir el circuito que corresponda a las siguientes expresiones:

L. (paq)vr 2. pAa(gqvr)

3. ra(pv(gnas)) 4, raf(pvg) As]
Solucion

pP— g q
1. 2.
p
r
3. 4,
p p
r — '7 f4| i’s_
L g—s q

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.2

1. Simbolizar las siguientes proposiciones, usando para las proposiciones atdmicas
las variables que se sugieren.
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a.

b.

c.
d.

e.

Maracaibo es la capital del Estado Zulia (m).
No es cierto que Bolivar liberté a Panama. (p).
X =2 esnecesario para que x2 = 4. (d, c).

Si 6 es multiplo de 2, y 12 es multiplo de 2, entonces no es cierto que 3 es
multiplo de 2. (s, d, t).

Un cuadrilatero tiene 4 lados si y s6lo si un pentagono tiene 5 lados. (c, p).

f. Aprobaré el examen y me iré a la fiesta 0 no lo aprobaré y me daran una

- o © o

«

paliza. (a, f, p).

. oy a mi casa s6lo si quiero almorzar. (v, a).

Para que mejore la situacidon econdmica actual de Venezuela es necesario
que se solucione la crisis petrolera. (v, p).

. Una condicion suficiente para que las rectas A y B secortenesque A y B

sean perpendiculares. (c, p).

n es impar sélo si n es de la forma 2k + 1. (p, f).

. Paraque y+7=10 es suficiente que y=3.(d, t).

Es falso que, la tierra es un planeta y el sol es una estrella. (t, s).

. Juan curs6 Célculo y, si estudié mucho, la aprobo. (c, e, a).

. O Juan tiene 15 6 17 afios y; si tiene 18 afios, entonces es mayor de edad.

(q,s, 0, m).

. 4 es multiplo de 2 si y s6lo si 0 es par o 4 +5=10. (c, p, m).
. Iremos a la fiesta, siempre que esta noche no llueva. (f, I).

. Mérida es muy bella, pero muy fria. (b, f).

Es falso que; 3 es primo o es impar, pero 2 es primo y es par. (t, i, d, p).
O voy al cine y descanso o no voy al parque y me quedo a leer. (c, d, p, 1.

Apruebo la materia cuando estudio mucho. (a, e).

. Si el hidrogeno y el oxigeno estan presentes y el nitrogeno esta ausente,

entonces el agua es inodora si y sélo si no es un gas. (h, o, n, i, g).

. Maria es bella o elegante, pero es muy timida. (b, e, t).
. 8 es nimero par, siempre que sea divisible por 2. (p, d).
. Es condicion necesaria para que pase el curso que estudie mucho. (p, e).

. Que sea feliz es condicién suficiente para que viva en mi casa y estudie en

la universidad. (f, c, u).
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8.

9.
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Escribir el reciproco (R), el contrario (C) y el contrarreciproco (CR) de cada uno
de los siguientes condicionales:

a. Si x+2=7,entoncesx =5

b. Si el condicional es falso, entonces la conjuncién no es falsa.

c. Una condicion necesariaparaque y+1=5 es y =2

d. 2x+5=1 es condicion suficiente para que x3=—8.

e. Yo estudio, siempre que llegue temprano a casa.

f. Yo entiendo la materia cuando voy a clases.

. Escribir cada una de las siguientes expresiones sin usar el simbolo de la negacion.

a ~(x>y) b. ~(x<y) C.~(x<y) d. ~(x=y).

. Hallar el valor légico de las siguientes proposiciones:

a. mesracional v +2 esreal. b.2<1 v 5>7
C.5<2 —> 4<6 d.J4=2 —> 2<0
e. 3<1>7<6

.Sea p:2x3=5 y qg:23=8

Determinar el valor ldgico de cada una de las siguientes proposiciones
a.pvq b.~pAq c. (~p) v (~0) d. ~ (~0)
e~pa(a) f~p—>a 9 pe(~0)

. Construir los circuitos correspondientes a las siguientes expresiones:

a [(prg)vrlA(tv~q) b. (PAG)V[(PAT) v ~s]
c{lrapvalvievar@an}alpa@vnl

. Sean las proposiciones:

p: Paris estd en Francia b: Bolivar naci6 en Caracas.
c: Cervantes escribié la lliada. s: Socrates murié en Espafia.

Traducir al lenguaje diario las siguientes proposiciones:
a (pab)—>~c b.~(p >~b)<>(cAs) c.(~pvb)Aa(c—~s)

dba~s)v(p—>c) e[pabdac)]v~s f.(p—>b)a(c—5)
g. (~cvb) <> (p A~s).
Hallar el valor de verdad de las proposiciones del ejercicio anterior.

a. ¢ Cuéntas operaciones unitarias veritativas existen?. O, lo que es lo mismo,
¢ Cuéntos conectivos Idgicos unitarios se pueden definir?
b. ¢Cuales son éstas?
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SECCION 1.3
FORMAS PROPOSICIONALES

A las expresiones que se obtienen a partir de variables proposicionales: p, g, r, etc.,
mediante aplicaciones de los conectivos l6gicos, se llaman formas proposicionales.
A las formas proposicionales las denotaremos con letras mayusculas A, B, C, etc. En
caso de que queramos enfatizar las variables que intervienen en éstas, escribiremos

asi: A(py q): B(pl! P2, p3)’ etc.

EJEMPLO 1| Son formas proposicionales las siguientes expresiones:

1. A(p,q) =~[p— (~q)]
2. B(p,g,n)=pa(@nr)
3. C(P1, P2, Pa) = p1 = [P2 <> (P3 A (+P1))]

Para ser precisos, definimos forma proposicional como una expresion que se
obtiene siguiendo las siguientes reglas:

1. Todas las variables proposicionales son formas proposicionales. A estas las
llamaremos formas proposicionales atomicas.

2. Si Ay B son formas proposicionales, entonces también lo son:

~A, AAB, AvB, AvB, A->B y A<B.

SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacion, paréntesis, corchetes, etc., son usados en la construccion
de formas proposicionales para evitar las ambigliedades. Asi, los paréntesis nos
permiten diferenciar las dos formas

(pva)ar y pv(gar),
que tienen significaciones distintas. En (p v g) A r, la conectiva principal es A. En
cambio, en la forma p v (q A r) la conectiva principal es v.
Se llama conectivo principal de una forma proposicional (no atomica) al ultimo
conectivo que se uso para construir la forma proposicional. Asi,enp = (Q A t) la
conectiva principal es —. Encambio,en (p —>q) At es A, y en ~(p<> Q) es ~.

Con el objeto de aligerar la escritura, vamos a adoptar las siguientes convenciones,
que nos permiten eliminar algunos signos de agrupacion sin caer en ambigiiedades.
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Convencién 1: Asignamos el siguiente rango a cada conectiva:

<> rango 4
- rango 3
A, V,V rango 2
~ rango 1

Ademas, establecemos que el rango de una forma proposicional atémica es 0 y que
el rango de una forma proposicional no atomica es el rango de su conectiva principal.

Asi, p A (g¢>r) esderango 2, ~(p—>q) esderangol y p<> (qv r) esde rango 4.
Convencién 2: Escribiremos ~~p en lugar de ~(~p).

Convencién 3: Si una forma proposicional es de la forma (A) « B, donde
arepresenta a una de las conectivas <>, —, A, v 0 v VY si el rango de « es
mayor que el rango de A, entonces se escribird A o B en lugar de (A) o B.

Similarmente, si se tiene A a (B) y el rango de « es mayor que B, entonces se

escribird A o B en lugar de A o (B).

EJEMPLO 2| a. (p AQ) <> se puede escribir: pag<>r.

En efecto, como el rango de <> es mayor que el de p A q, los
paréntesis pueden suprimirse.

b. (~p) = (~q) puede escribirse: ~p — ~q.
En efecto, como el rango de — es mayor que el de ~p y el de
~q, los dos juegos de paréntesis pueden ser suprimidos.

. [(p v Q) vt]<> [~(~p) A ] puede escribirse: (pv Q) vti<>~~p AS

En efecto, como el rango de <> es mayor que el rango de las
proposiciones de ambos extremos, los dos pares de corchetes
pueden ser eliminados.

EJEMPLO 3| Colocar los signos de agrupacion a la siguiente forma proposicional:

p—>g~tv~(pvi)
Solucién

El conectivo de mayor rango es <>, entonces agrupamos del modo siguiente:
[p—>al <> [~tv~(py1)]

Ademas, como el conectivo de mayor rango en ~t v ~(p v t) es v, esta Ultima
expresion se agrupa asi, (~t) v (~ (p v 1))
Finalmente tenemos:

[p—aql <> [~ v (~(p v 1)]
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TABLA DE VERDAD DE FORMAS PROPOSICIONALES

Como cada forma proposicional esta definida Gnicamente mediante operaciones
veritativas, el valor ldgico de una forma proposicional depende Unicamente de los

valores ldgicos que se asigne a sus variables proposicionales. Para el calculo de este
valor se usan las tablas de verdad.

EJEMPLO 4| Construir la tabla de verdad de la proposicion (p A ~q) <> q

Solucién

Existen dos métodos. EI método acumulativo y el método abreviado.
Método acumulativo.

Se asigna una columna para cada variable proposicional y una columna para cada
operacién indicada, conservando el orden en que estas se llevaron a cabo.

En el caso de (p v~q) <> q, la primera operacion que se llevé a cabo fue la
negacion, siguié la disyuncion, y luego el bicondicional

Plg |[~a|pA~aq| (PA~Q) <Q

OO R
o o
— O F o
oo O
oo ©

El orden en que se asignan los valores logicos a las variables proposicionales p y
q es arbitrario. Sin embargo, nosotros convenimos en mantener el orden en que
aparecen en las dos primeras columnas de la tabla.

Meétodo abreviado.

Este es el método que méas usaremos, ya que nos permite ahorrar tiempo y espacio.
Como primer paso se escribe directamente la forma proposicional asignando
inmediatamente valores ldgicos a las variables proposicionales (nivel 1) y a las
negaciones de éstas (nivel 2). Luego se asignan los valores a las conectivas
conservando el orden en que éstas se usaron para construir la forma proposicional.

Pla | (PA~A)<Q
1]1 000
1]0 1100
0|1 00 0
0| o 01 1
1] 1 3.2 4
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EJEMPLO 5.| Construir la tabla de verdad de [p — (q v~N] A ~[p <> 1]

Solucion.

pla|r|lp=@Vv~nlAa~per]
1111 1 1 0 00 1
11110 1 1 1 11 0
1101 0 0 0 0O 1
11010 1 1 1 11 0
011 1 1 0 11 0
0110 1 1 1 00 1
001 1 0 0 11 0
01]0|0 1 1 1 00 1
1111 4 3 2 5 4 3

| OBSERVACION|

El ndmero de filas de la tabla de verdad de una forma
proposicional depende del nimero de variables proposicionales
que aparecen. Si una forma proposicional tiene n variables,
entonces su tabla de verdad tiene 2" filas. Esto es consecuencia
del hecho de que existan 2 posibilidades para el valor l6gico de
cada variable proposicional.

TAUTOLOGIAS Y CONTRADICCIONES

Hemos llegado al punto crucial de este capitulo: EI concepto de tautologia.

| DEFINICION. |

Una tautologia es una forma proposicional que es verdadera
para cualquier valor lI6gico que se le asigne a sus variables
proposicionales. En otras palabras, una forma proposicional es
una tautologia si en su tabla de verdad, la columna bajo su
conectiva principal esta formada sélo por "unos".

Una contradiccidon es una forma proposicional que es falsa
para cualquier valor l6gico que se le asigne a sus variables
proposicionales; o sea, si la columna bajo su conectiva principal
estd formada sélo por "ceros".

Es claro que la negacion de una tautologia es una contradiccion y que la negacion
de una contradiccién es una tautologia. Esto es, A es una tautologia si y sélo si ~A
es una contradiccion, y A es una contradiccidn si y sélo si ~A es una tautologia.

EJEMPLO 6| (p A Q) — p es una tautologia.

En efecto:
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Plqg | (PAG —q
1 1 1 1
110 1 1
0|1 0 1
0| o0 0 1
1] 1 2 3

EJEMPLO7| pv~p esunatautologia y pA~p esunacontradiccion.

En efecto:
P |~ | pVv~p P {~P| pA~p
110 1 1110 0
0|1 1 0| 1 0

A las tautologias se las llama también leyes de la Idgica. A algunas de estas,
debido al papel fundamental que desempefian en el desarrollo de la teoria del calculo
proposicional, se les ha asignado un nombre propio. Asi, a la tautologia p v ~p del
ejemplo anterior, se le conoce con el nombre de ley (o principio) del tercio

excluido. Esta ley afirma que una proposicién, o es verdadera, o es falsa, quedando
excluida una tercera posibilidad.

PROBLEMAS RESUELTOS 1.3

| PROBLEMA 1 | Construir la tabla de verdad de de las siguientes formas
proposicionales:

a (pva)<>[Ppr~a)v(a A~p)]
b. p=>nN<[P—>aA@v]

Solucion

a(pva)<[pr~a)v(@ A~pl
P19 [y« [pAr~aVga~p)]
1|1 01 000 0 O
1 0 1 1 1 1 1 0 0
0|1 11 00 1 1 1
01lo 01 01 0 0 1
1|1 3 5 3 2 4 3 2

Observa que esta proposicion es una tautologia.

25
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b.p—>nN<[P—>aA@vn)]

piag | Fj(=nNelP—aA@Vv]
1)1 |1 11 1 1 1
11110 0 0 1 1 1
1101 1 0 0 0 1
1010 0 1 0 0 O
011 11 1 1 1
0 110 11 1 1 1
0 0/1 11 1 1 1
0010 1 0 1 0 0
111 2 4 2 3 2

| PROBLEMA 2| Si VL[(p A q) — r] =0, hallar VL(p), VL(q) y VL(r)

Solucién
De acuerdo a la tabla de verdad del condicional sabemos que:
VL[(pAq) —r]=0,entonces VL(p A g)=1 Yy VL(r)=0.
De VL(p A Q) = 1, obtenemos que VL(p) =1 y VL(q)=1.
En conclusidn, tenemos que VL(p)=1, VL(g)=1y VL(r)=0.

Todo el argumento anterior puede sintetizarse en el siguiente esquema:

—

->r
0
L]
1 0

0

(P Arq
1 1

I

| PROBLEMA 3 | Simbolizar la siguiente proposicién:

Si el examen comenzo a las 8 A.M. y Lucy llegé a la hora
indicada, entonces Petra no llegd 15 minutos mas temprano que
Lucy o no presentd examen.

Sabiendo que la proposicién anterior es falsa contestar las
siguientes preguntas:

a. ¢Lleg6 Lucy a la hora indicada para el examen?
b. ¢A qué hora lleg6 Petra?

c. ¢Present6 Petra el examen?
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Solucién

Si
e : El examen comenz6 alas 8 A. M

h : Lucy llegé a la hora indicada.
t : Petra lleg6 15 minutos mas temprano que Lucy
p : Petra presento el examen,

entonces la proposicion anterior, simbélicamente es

(eAh)—> (~tv~p)
1 o |

0
Vemos que VL(e) =1, VL(h)=1, VL(~t)=0 y VL(~p)=0.
En consecuencia: a. Lucy si lleg6 a la hora indicada.

b. Petralleg6 alas 7.45 A.M.

c. Petra si presento el examen.

PROBLEMA 4| Simbolizar la siguiente proposicion:

El campeonato no dio sorpresas y los Tiburones ganaron la copa
si y s6lo si o los Cardenales no participaron o los Tiburones no
ganaron la copa.

Sabiendo que la proposicion anterior es verdadera y los
Cardenales si participaron, contestar las siguientes preguntas:

a. ¢Dio sorpresas el campeonato?

b. ¢Ganaron la copa los Tiburones?
Solucién

Sean s: El campeonato dio sorpresas
t: Los Tiburones ganaron la copa
¢ : Los Cardenales participaron.
La proposicion dada, simbolicamente, se escribe asi:
(~sAt) e (~cv~)

Nos dicen que VL(c) =1, o sea que VL(~c) = 0. Ademds, como el bicondicional es
verdadero, debemos considerar dos casos:
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Caso 1 Caso 2
(~sAt) > (~Cv ~) (~sAt) e (~cv~)
1 1 0 1 | 0 1I |0 0
| 1 1 | | O 0
1 1

El caso 1 es descartado, ya que no se puede cumplir que VL(t) =1 y VL(~t) = 1.

Luego, nos quedamos con el caso 2, en el que tenemos VL(~s) =0 y VL(t) =1.
En consecuencia:

a. El campeonato dio sorpresas y b. Los Tiburones ganaron la copa.

PROBLEMA 5| Hallar la forma proposicional del siguiente circuito.

Solucién
P A~ A[(rA~)vt)v(@nar) v~p)]

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.3

1. Eliminar tantos signos de agrupacion como sea posible en:
a. (~p) A{[~ (~(a > p)1} b.lp—>@AnN]—[pA ()]

2. Dada la siguiente expresion: ~p —>gArvm<>t.

Utilizar los signos de agrupacion necesarios para que ésta sea:
a. Conjuncién de un condicional con un bicondicional

b. Disyunci6n de un condicional con un bicondicional

c. Disyuncién de una conjuncién con un bicondicional

d. Negacién de un condicional con consecuente una disyuncion.

3. Construir la tabla de verdad de las siguientes proposiciones:
afp>@—=>nNlrPe<a) bE2>arA@>1>0E—>1)
c. ~pArg—0q)
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4.

Simbolizar las siguientes proposiciones usando, para las proposiciones atomicas,
las variables que se sugieren:

a. No es cierto que, si Paez es llanero entonces Sucre es margaritefio (p, s)
b. El cancer no es contagioso, sea mortal 0 no (c, m)

c. O se equilibra el presupuesto y se evita el despilfarro, o si no se quiere cerrar la
universidad, se eliminara el exceso de burocracia (p, d, u, b)

d. Si el sospechoso estuvo en la playa, entonces no estuvo en la ciudad, y si no
estuvo en la ciudad, entonces no robé el banco (p, c, r)

e. No es cierto que, si se busca el confort en la vivienda, no se busque su
seguridad o su belleza (c, s, b).

.SiVL(p)=1,VL(q)=1y VL(r) =0, hallar el valor lI6gico de:
a.(pa~q)nr b.(p—>a)v(~qg—>r)
c.pra)e[pv(ga~n] d(pe~nNeo@eopyr)

. Si el valor 16gico de [(~p — q) Ap] = ~q es 0, hallar VL(p) y VL(q).

. Si el valor l6gico de (m A~r) — [(M v~r) <> (~t &> 1)] es 0, hallar VL(m), VL(r)

y VL(1).

. Siel valor l6gicode pv (q Ar)—q es0 yel valorlégicode p A (qvr)esd,

hallar VL(p), VL(q) y VL(r).

. Si el valor logico de (p A ~q) v (p A ~r) es 1 y el valor logicode p <> (~q AT)

es 1, hallar VL(p), VL(q) y VL(r).

10. Sea la proposicién:

11.

Si la funcion de las 9.30 p.m. en el cine empezo6 a la hora exacta y Pedro llegé a
tiempo, entonces Maria no llegé 30 minutos mas temprano que Pedro o no asistio
a esta funcioén.

Si esta proposicion es falsa, responder las siguientes preguntas:
a. ¢Lleg6 a tiempo Pedro?
b. ¢(Asistié Maria a la funcién?
C. (A qué hora llegé Maria?
Sea la proposicion:
Lloré por mi amada y el alcaravdn compafiero le cont6 al barranco, si y s6lo si 0

el gallito lagunero no la fue a buscar o el alcaravdn compafiero no le conté al
barranco.

Si la proposicion es verdadera y el gallito lagunero si la fue a buscar, contestar
las siguientes preguntas:

a. ¢Lloré por mi amada? b. ¢El alcaravan compafiero le conté al barranco?
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12. Sea la proposicion:

O no veo television y hago gimnasia o si hago gimnasia, no hago dieta ni veo
television.

Si la proposicion es falsa y si se hizo dieta, determinar:

a. ¢Se hizo gimnasia? b. ¢se vio television?

13. Probar, mediante tablas de verdad, que las siguientes formas proposicionales son
tautologias.

apoqvne~r->pP—>09] b.(po~NAKRgAT) & (PAT)V(qv~r)
cipo>ga(r—>s)>{pEvr—>qvs)

14. Probar, mediante tablas de verdad, que las siguientes formas proposicionales son
contradicciones.

a(prg)a~pvQ) b.(~pAn)V(~gAa~1)<>(pPAT)V(QA~r)
SECCION 1.4
EQUIVALENCIA LOGICA Y ALGEBRADE
PROPOSICIONES

Dos tipos de tautologias, sobre las que descansa la teoria de la deduccidn, son las
equivalencias légicas y las implicaciones. Estas son tautologias que tienen la forma
del bicondicional y del condicional, respectivamente. Veamos las primeras. De la
otra nos ocuparemos mas adelante.

EQUIVALENCIA LOGICA
DEFINICION. | Sean A y B dos formas proposicionales. Diremos que A es

légicamente equivalente a B, o simplemente que A es
equivalente a B, y escribiremos:

A<B 6 A=B
si y solo si la forma bicondicional A <> B es una tautologia.

Observar que A <> B es una tautologia si y sélosi A y B tienen los mismos
valores logicos. Esto significa que, desde el punto de vista veritativo, no hay
diferencia entre dos formas proposicionales equivalentes.

EJEMPLO 1.|Ley del condicional.

Probar que p — q es légicamente equivalente a ~p v q. Esto es,
p—>0=~pvq
Solucion
Debemos probar que (p > q) <> (~pv Q) esunatautologia. En efecto:
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(P >0« (~pva)
1111 011
1001 000
0111 111
0101 110
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ALGEBRA DE PROPOSICIONES

Existen abundantes equivalencias légicas. Sin embargo, todas estas pueden
deducirse a partir de unas pocas equivalencias fundamentales, a las que llamaremos
leyes del algebra de proposiciones y aparecen en el cuadro que sigue. Convenimos

en usar los nimeros 1y O para representan a cualquier tautologia y a cualquier

contradiccion, respectivamente.

LEYES DEL ALGEBRA DE PROPOSICIONES

Leyes Idempotentes
la. pvp=p 1b. paAp=p

Leyes Asociativas
2a. (pvqvr=pv(qvr) 2b. (pAag)Aar=pa(gar)
Leyes Conmutativas

3a. pvg=qvp 3b. pAg=qgAap

Leyes Distributivas

da. pv(@@an=pvaalvr) 4b. pa(@@vn=pPAaqVv(par)

Leyes de Identidad o de Elemento Neutro

5a. pv0=p 5b. pal=p
Leyes de Dominacion
6a. pvl=1 6b. pa0=0
Leyes de Complementaciéon
7a. Tercio excluido 7b. Contradiccion
pv~p =1 pa~p =0
8a. Doble negacion: ~~p=p g8b. ~1=0, ~0=1

Leyes de De Morgan
9a.~(pVv Q)=~pA~q 9. ~(pAQ)=~pV~q
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| OBSERVACION] La ley 2a nos permite eliminar los paréntesis y escribir

enlugarde (pvg)vr o de pv(qvr),sintemor de caer en
ambigliedades.

Similarmente, la ley 2b nos permite escribir
PAQAT,

pararepresentar a (pAQ)Ar oa pa(gQAar)

Complementemos el cuadro anterior con otras equivalencias l6gicas que también
son importantes.

OTRAS EQUIVALENCIAS NOTABLES

Ley del Condicional: p—>g=~pvyq

Ley del Bicondicional: peq=PE—>9 A@—p)
Ley de Disyuncién Exclusiva: pvg=(@a~q) V(QqAa~p)
Ley del Contrarreciproco: Pp—>q=~q—>~p

Ley de Reduccién al Absurdo: (p—>q)=(pAa~q— 0)

Ley de Demostracion por Casos:

[Pva)—>rl=(—>NA@—>T)
Leyes de la Absorcion:

a. pv(paq) =p b. pa(pva) =p

Todas las equivalencias de ambos cuadros deben ser probadas. Para esto, solo se
tiene que verificar que el bicondicional correspondiente es una tautologia. Esta tarea
ya ha sido parcialmente cumplida. Asi, las leyes de complementacion 7a'y 7b ya han
sido verificadas en el ejemplo 7 de la seccién anterior; la ley del condicional fue
probada en el ejemplo 1 de esta seccién; la ley de la disyuncién exclusiva fue
verificada en el problema resuelto 1 de la seccion anterior. Probaremos otras leyes a
continuacion. La prueba de las restantes queda como ejercicio para el lector.
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EJEMPLO 2| a. Probar la primera ley de De Morgan: ~ (p Vv ) =~p A ~Q.

b. Probar la ley del contrarreciproco: p— q =~gq — ~p.
Solucion

En efecto, los siguientes bicondicionales son tautologias:

a. ~(pPVvQge~pa~g b. (p—> 9)«<> (~q —> ~p)
01111 000 1111 010
01101 001 1001 100
00111 100 0111 011
10001 111 0101 1 11

Observa que las 3 primeras leyes del cuadro de equivalencias notables nos
muestran la interrelacion entre los conectivos logicos elementales. Asi, la ley del
condicional nos dice que el condicional puede expresarse en términos de la negacion
y de la disyuncion. Es facil ver que cualquiera de las conectivas elementales puede
expresarse en términos de estas dos.

EJEMPLO 3 | Expresar el bicondicional usando solamente la negacion y la

disyuncion.
Solucién
pe>gq=P—>q9A@—>p) (Ley del bicondicional)
=(~pva)A(~qVvp) (Ley del condicional)

=~[~(~pvq)Vv~(~qVvp)] (Leyes de De Morgan y de doble negacién)

En la tarea de expresar las conectivas en términos de las otras, podemos ir mas
lejos alin. Todas las conectivas logicas elementales pueden expresarse en términos de
una sola conectiva (ver el problema resuelto 7 y el problema propuesto 13 de esta
seccion).

PRUEBAS DEDUCTIVAS

Veamos como podemos usar las leyes de los dos cuadros anteriores para probar
otras equivalencias. Una prueba de este tipo la llamaremos prueba deductiva.

EJEMPLO 4| Probar deductivamente la ley de reduccion al absurdo:

P—>a=pPar~q—>0)

Solucién
PA~q—>0)=~pAr~q)VvO0 (Ley del condicional)
=~(p A ~Q) (Ley de identidad)
=~pVvqQ (Ley de De Morgan)

p—q (Ley de condicional)
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EJEMPLO 5| Probar deductivamente la ley de exportacion:

PArg)—>r=p—>(q—r)

Solucion
PAg>r=~pPaq)vr (Ley del condicional)
=(~pv~Q)Vvr (Ley de De Morgan 9b)
=~pVv(~qVvr) (Ley asociativa 2a)
=~pv(@—or) (Ley del condicional)
=p—>(@Q—>r) (Ley del condicional)
Probar deductivamente la ley de absorcion:
pv(pra)=p
Solucion.
pvipaqg) =PAl)v(pAaQ) (Ley de identidad 5b)
=pa(lvo) (Ley distributiva 4b)
=pnal (Ley de dominacion 6a)
=p (Ley de identidad 5b)

| OBSERVACION, Es evidente que cualquier forma proposicional que es
equivalente a una tautologia o a una contradiccion, es, a su vez,
una tautologia o una contradiccion, respectivamente. De
acuerdo a esta observacion, las leyes de complementacion:

pv~p=1 'y pa~p=0,
no son sino formas abreviadas de decir que p v ~p es una
tautologia y que p A ~p es una contradiccion.

EJEMPLO 7| Probar que la siguiente expresién es una tautologia.

~p—>(@—~p)
Solucion
~p—=>@—>~p)=~(~p)Vv(~qV~p) (Ley del condicional)
= pVv(~qV~p) (Ley de doble negacion)
=pV(~pVv~0) (Ley conmutativa)
=(pVv~p)V~q (Ley asociativa)
=1lv~q (Ley del tercio excluido)
=1 (Leyes conm. y de domin.)

Por ser ~p — (q — ~p) equivalente a una tautologia, ella misma es una tautologia.
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Ahora usaremos el algebra de proposiciones para simplificar circuitos. Esto es,
dado un circuito, hallar otro més simple que cumpla la misma funcion que el dado.

EJEMPLO 8| Simplificar el siguiente circuito.

[p—~q—

~p~q

Solucion
A este circuito le corresponde la forma proposicional:
(P A~Q)V(~p A ~0)
Simplificamos esta expresién usando las leyes del algebra proposicional:

PA~QV(~pAr~q)=(PV~p)A~q (Ley distributiva)

=1A~q (Ley del tercio excluido)
=~(q (Ley de identidad)
Luego, el circuito dado puede ser reemplazado por el siguiente circuito mas simple:
-~ —

PROBLEMAS RESUELTOS 1.4

[PROBLEMA 1 | Probar que la equivalencia légica es:

a. Reflexiva. Estoes, A=A,V A
b. Simétrica. Estoes, si A=B entonces B=A

c. Transitiva. Estoes, siA=B y B=C,entonces A=C
Solucién

a. A tiene los mismos valores 16gicos que A

b. Como A=B, A y B tienen los mismos valores légicos. Luego B y A tienen
también los mismos valores l6gicos y, por tanto, B = A.

c. Como A=B, A y B tienen los mismos valores l6gicos.
Por otro lado, como B =C, B y C tienen los mismos valores Idgicos. En
consecuencia A y C tienen los mismos valores ldgicos y, por tanto, A= C.
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| PROBLEMA 2| Probar deductivamente que

pvg=(pvaa~(pnq)

Solucién

pva=(PA~a)V(gA~p) (Ley de la disyun. Excl.)
=[pr~q)va]Al(pA~q)Vv~p] (Ley distributiva)
=[pva)ya(~ava)] Al(pv~p) A(~qv~p)] (Ley distributiva)
=[(pvg) ALl AL A(~qV~p)] (Ley del tercio excluido)
=(pva)A(~qv~p) (Ley de identidad)
=(pva A(~pv~0a) (Ley conmutativa)
=(pva)a~pnaQq) (Ley de De Morgan)

[PROBLEMA 3 |Probar que [(p — q) A~q] = ~p €S una tautologia.

Solucion

[@ > A~q]—=>~p = ~[(~pvg)A~q]V~p (Ley del condicional)

=~[(~pAr~q)V(gA~q)]V~p (Ley distributiva)

=~[(~pA~q) VO]V ~p (Ley de contradiccion)
=~[(~p A ~Q)] V~p (Ley de identidad)

= (pvav-~p (Ley de De Morgan)

= (pv~p)Vvq (Leyes conm. y asociat.)
=1lvq (ley del tercio excluido)
=1 (ley de identidad)

Luego, por ser [(p = q) A ~q] > ~p equivalente a una tautologia, concluimos
que ella misma es también una tautologia. Esta ley l6gica tiene su propio nombre: Se

llama Modus Tollendo Tollens, a la cual la volveremos a encontrar mas adelante.

| PROBLEMA 4 | Probar que la siguiente expresion es una contradiccion
pA~@vp)

Solucion
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PA~@VpP)=pA(~qA~p)
=(PA~a)A~p
=(~qAp)A~p
=~q A (pA~p)
=~qn0
EO

Luego, p A ~(q v p) es una contradiccion.
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(Ley de De Morgan)
(Ley asociativa)

(Ley conmutativa)
(Ley asociativa)

(Ley de contradiccién)

(Ley de dominacion)

|PROBLEMA 5. | Probar la equivalencia: (~pv )V (p—r) = (~q A ~r) — ~p

Solucién

(~pva)v(p—or) =(~pvaVv(~pvr)
=(@vnVv(~pv~p)
=(qvrv~p
=~(QVvr)—>~p

= (g A~1) > ~p

(Ley del condicional)

(Leyes asociativa y conmutativa)
(Idempotencia)

(Ley del condicional)

(Ley de De Morgan)

PROBLEMA 6| Probar la equivalencia: (pv~g) = ~(pA r—>~q)=qA(p—Tr)

Solucion

(pv~q) > ~(pArr—>~q)=~pv~q)v~[~(pArr)v~q] (Ley del condicional)

=(~pAq)Vv[(pPar)aq] (Ley de De Morgan)
=(@Ar~p)V[ga (A n] (Ley conmutativa)
=qaf~pv(an)] (Ley distributiva)

=qaf(~pvp)A(~pvn)] (Ley distributiva)

=qa[lAa(~pvn)] (Ley del tercio excluido)

=qA[(~pvn)]
=qA(p—r)

(Ley de identidad )

(Ley del condicional)
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PROBLEMA 7| Simplifique el siguiente circuito:

p r
] q ~r | P
~r p
q r

Solucién

Trabajamos con su forma proposicional
{pAnv@r~nvrapv@aniap
={pAnNvErapv@a~nv v@ankap
={[eAnviraplvi@a~nv@an]iap
={lprrv-)lviar(~nv N]}ap
={lprllvigal}ap
={pva}rp
={pva}rp

=p
El circuito dado puede reemplazarse por el circuito

_ P —

(Ley conmutativa)

(Ley asociativa)

(Ley distributiva)

(Ley del tercio excluido)
(Ley de identidad)

(Ley conmutativa)

(Ley de absorcion)

|PROBLEMA 8.] Se Ilama binegacion a la conectiva denotada | y definida por

p|a|pid
111 0
1100
0|1] 0
0|0 1

Esta tabla también corresponde a la forma (~p) A (~q). Luego,

pld=(~p)A(~q)

Por esta razén, a p | q también se la llama nipnig

Expresar los conectivos elementales nicamente usando |. En

términos mas precisos, probar que:
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2.pAgq=(pip)i(alq)
4. p>q=[pPLip)ia]l Ll ip)iq]

1 ~p=pip
3.pva=(pLag)i(pLa)
5.p>q=al g, donde

a={[Pip)valLlpip)Lalle{leep) val L [(Pip) Lal}
p={l@ia)iplsl@ia)spl}i{l(@ia) vp] L [(ava) L pl}

Solucién
1.~p=(~p) A (~P)
=pip
2. pAg=~(~p) A~(~0)
=(~p) L (~p)
=(pip)i(qLa)
3. pvg=~(~p) v~(~q)
= ~[(~p) A ~(~0)]
=~[p 1 q)]
=[Pl [pia)]

4. p—>0g=~pvq
=(pLgvq
=[ip)Lal Ll(Pup) L]

5.p=>q=(pP—->9Ar@—>p)

al S, donde, por 4,

(Ley de idempotencia)

(Definicion de )

(Doble negacién)

(Definicion de )
(Por 1)

(Doble negacion)
(De Morgan)
(Definicion de ()
(Por 1)

(Ley del condicional)
(Por 1)
(Por 3)

(Ley del bicondicional)

[poaDie>]L[@=>pit@>p]  (Por2)

a={leip)sal LlPip) sall{l(pip) Lal s [(pip)Lal}
p={l@iayiplvl@ia)splH{l@ya)sp] ¢ [(@va) epl}
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.4

1. Probar, mediante tablas de verdad, algunas de las leyes del algebra de
proposiciones.

2. Probar, mediante tablas de verdad, algunas de las leyes del cuadro "Otras
Equivalencias Notables"

w

. Probar que:
a ~0aA~1) =1 b. 0»>1=1 c. lvOa(~Ovl)=1
4. Probar, deductivamente, la ley del contrarreciproco:
(p—>a)=(~q—>~p)
5. Probar, deductivamente, la ley de absorcion:
pa(pva)=p
6. Probar, deductivamente, la ley de demostracion por casos:
(pva)—>r=(p—->nNA(@—r)
7. Probar, deductivamente, que:
apeq=PagV(~pAan~a)
b.pe>q = (~pva)A(~qvp)
C.p<>q =~(pva)
8. Probar, deductivamente, que:

a (po>nNv@—>s)= (pagq—o>rvs)
b.(p—>nNA@—>n=(va—r)
c. (p—=>nv(@—->nN=(P—>~qvr)
d p=>aqAP—=>n=(P—>aqn0)
e.(p=>qv—>n=(pP—->qvr

9. Probar, deductivamente, que:
a (pv~q) > (~t—=>p) = (~p>09Vv(~t—>0q)
b. (~pva) > (r—>~p) = (p—>~q) Vv (r—~0)
C. (pA~N)—=>~(pPrg)=p—>(q —>pvr)
d. (~pva) > (g—=>~1 = (~p>~NV(~qg—>~r)
e. (pv~a) > —=>p)=r—>0aq)Vv(r—>p

f.~prg)>@—>~nN=@—>p)Vv(r—>p)
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10.

11.

12.

13.

14,

15.

a.
b.

9. (P2 > (qg>~1)=P->9V(pP—>~)

h. ~p=>d—>@A~1)=P>DAP>~1)A@—>~T)
L (Pp=>~)>@>~t) = (~p>~q)V(~p—>~1)

Jo Grag)=>~q—>p) = (prg)—>r

r. (~\q—=>~p)=>~(rap) =r—->~pnrq)

Expresar todas los conectivos légicos elementales usando sélo ~, v.
Expresar todos los conectivos l6gicos elementales usando s6lo ~, —.
Usando solo la conectiva |, expresar la conectiva v.

Se define la barra de Sheffer "|" del modo siguiente:p|q = (~p) v (~q)

Escribir, en términos de esta conectiva, cada una de las siguientes expresiones:

a. ~p b. paq c. pvq d p—q epe>q fopvg

Simplificar cada una de las siguientes expresiones:
a~pA(pva) b. (~pv~a) A (~pVva)A(pVa)
c.(p—a)A(p—>~q) d. {[ev@An)v~pl A~a}v(qnr~r)

Simplifica los siguientes circuitos:

LT

q

p_
I
P9 L
L, —

L H T H L H LR
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~p  ~P—]

— - q—r —
L r__| L ~r__ |
— or — —r —
L ~p__ L ~p—!
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sl qp}{}? }{}

p ~t

16. Disefiar un circuito eléctrico para tu dormitorio, que tenga dos interruptores, uno
en la entrada y otro en la cabecera de la cama, de modo que cualquiera de ellos
encienda la luz si est4 apagada, y que apague, si esta encendida.

17. El jurado de un concurso de belleza esta integrado por tres miembros, disefiar un
circuito, de manera que se encienda la luz para indicar una mayoria de votos a
favor. Cada miembro del jurado presiona un boton para indicar su voto a favor y
no presiona para un voto en contra.

DESARROLLO DECIMAL DE &

El nimero z es la razon constante entre la longitud de cualquier circunferencia y
su didmetro. Este es un nimero irracional. Es decir, no es el cociente de dos enteros
Yy, por tanto, su expansion decimal es infinita y no periddica. Desde hace 25 siglos
ha tenido un gran poder de seduccion. Le ha dedicado poemas, peliculas y muchos
tatuajes. Se ha establecido el 14 de marzo como el dia de 7.

Siempre ha sido fascinacion para muchos
matematicos calcular tantos digitos de = como sea
posible. Nos cuenta C. Pickover, en su interesante
obra " Keys to Infinity" que los griegos conocieron a
7 s6lo con 3 digitos. En 1579, el matematico francés
Francois Viéte (1540-1603) computd los 10 primeros
digitos (3.141592653).

En 1844, Johann Martin Zacharias Dase (1824-1861), usando series y alrededor
de dos meses de trabajo duro, calcul6 200 digitos.

En 1989, los hermanos Chudnovsky, dos matematicos de la Universidad de
Columbia (Nueva York), usando una computadora Cray 2 y una IBM 3090-VF,
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calcularon 1,011,196,691 digitos, de los cuales se dice que impresos, al tamafio de
estas letras, alcanzarian la longitud de 1,580 millas. En 1991, estos dos

matematicos ya habian calculado més de dos billones de digitos.

En el afio 2009, Fabrice Bellard, un programador de computacién franceés,
calcul6 2,699,999,990,000 cifras decimales.

En octubre del 2011, Shigeru Kondo, un ingeniero de sistemas japonés, calcul6
10,000,000,000,050 cifras decimales y en diciembre del 2013 batié su propio
record, calculando 12,100,000,000,060 cifras.

Fabrice Bellard Shigeru Kondo
Para usos practicos no se requiere mucha exactitud de . Asi, s6lo se requieren
39 decimales de =z para computar la longitud de la circunferencia del universo
conocido, con un error no mayor que el radio de un atomo de hidrégeno.
El siguiente parrafo fue tomado de 9GAG, un portal humoristico de Internet. Este
nos ilustra el significado del desarrollo infinito no periddico de la expresion decimal

de 7z, 0, en general, de cualquier nimero irracional.

T

Es un decimal de infinitas cifras que no se repiten. Esto significa que cualquier
combinacién de nimeros existe en algin lugar del desarrollo de = Si a estas
combinaciones las traducimos a cddigo ASCII (Cédigo Standard Americano para
Intercambio de informacién, que traduce el alfabeto inglés e términos de cifras
numeéricas del 0 al 9), entonces en algin lugar del desarrollo decimal esta el
nombre de la persona que has amado, amas 0 amaras; estd la fecha, la horay la
causa de tu muerte y esta la respuesta a todas las grades interrogaciones acerca del

universo.
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GEORGE BOOLE
(1815-1864)

GEORGE BOOLE naci6 en Lincoln, Inglaterra, en noviembre del afio 1.815.
Representando a las proposiciones con variables y definiendo operaciones con ellas,
a la légica le dio una estructura de algebra. Se inici6 asi una innovacién en esta
disciplina, que logr6 alejarla del lado de la filosofia y la colocé al lado de la
matematica. La nueva estructura matematica creada por Boole se conoce
actualmente con el nombre de algebra de Boole, la cual es bésica para el disefio de
los circuitos de las computadoras digitales.

Su padre fue un modesto comerciante. Desde muy temprana edad tuvo que trabajar
dando clases. Su educacion, practicamente, fue responsabilidad de él mismo. Sin
duda, fue un distinguido autodidacta. A la edad de 12 afios aprendi6 griego y latin.
A los 20 afios ya leia las dificiles y profundas obras cientificas de ese tiempo, como
Principia de Newton, Mécanique Analytique de Lagrange y Mécanique Céleste de
Laplace. En 1.848 y en 1.854 publica sus dos obras fundamentales, Mathematical
Analysis of Logic y Law of Logic. Estos trabajos despertaron gran admiracion.
Entre sus admiradores estuvo otro Idgico inglés, Augusto De Morgan.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

En el afio que nace Boole (1815) se dio la batalla de Waterloo, en la que los
ingleses vencen definitivamente a Napoledn. Durante la nifiez de George tuvo lugar
casi toda la gesta independentista de Simon Bolivar y José de San Martin , para
liberar a la América Hispana. Mientras transcurrian sus Gltimos afios, Venezuela
sufrio el fragor de la Guerra Federal (1859-1863) y Estados Unidos, él de la
Guerra Civil  (1.861- 1.865). Otros hechos importantes acaecidos durante la vida
de Boole son: Se inventaron el ferrocarril (1830), el motor eléctrico (1.831), el
teléfono (1833), la camara fotografica (1839) y el submarino (1850). Se
publicaron:: Viaje a las Regiones Equinocciales de Humboldt (1834), EI Manifiesto
del Partido Comunista de Marx y Engel, (1848) y EIl Origen de las Especies de
Darwin. Muere (1864) cuando gobernaba Venezuela el general Juan Crisétomo
Falcon.
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SECCION 2.1
IMPLICACION E INFERENCIA

IMPLICACION LOGICA
Sean Ay B dos formas proposicionales. Diremos que A implica

l6gicamente a B, o simplemente que A implica a B, y escribiremos

A =B,
si y solamente si la forma condicional A — B es una tautologia.

Veamos el concepto de implicacién ldgica desde otro punto de vista. Observando la

tabla de verdad del condicional A — B vemos que, para que esta sea una tautologia,
la segunda fila de la tabla no debe suceder:

A —> B

111

=<1

0 11

010
O sea, no debe darse el caso de que A sea verdadera y B sea falsa. En otras palabras,
en vista de que el condicional es siempre verdadero cuando A es falso, sélo debemos
verificar que cada vez que A es verdadera, B también lo es (primera fila). Adoptando
este punto de vista, la implicacion légica también puede formularse del modo
siguiente:

DEFINICION | Sean Ay B dos formas proposicionales. Diremos que A implica

I6gicamente a B, si y solo si cada asignacion de valores l6gicos
que hace a A verdadera, también hace a B verdadera.

Cualquiera de las definiciones anteriores sera usada libremente, seglin convenga.

EJEMPLO 1.| a. Probar que p A q implica I6gicamente a p. O sea,
(Prg)=p
b. Probar que p implica I6gicamente a p v g. 0 sea,
p= (pva)

c. Probarque pvg = pva.
Solucién

Las siguientes tablas dicen (p AQ) > p, p—>(PVvQg ¥ pvg — pvgson
tautologias.
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a  (prg—>p b. p—>(pva) C. pvg —> pvq
11111 11 111 1011 110
10011 11110 1101 110
00110 01 011 0111010
00010 01 000 0001 000

A la primera tautologia se la llama ley de simplificacion y a la segunda, ley de la
adicion.

EJEMPLO 2| Probar la siguiente ley, llamada modus ponendo ponens,

[(Pp—>a)Apl=q

Solucién
[@—>a9 Apl—>g=~[(~pva)Ap]vq (Ley del condicional)
=[~(~pva)v~p]vg (Ley de De Morgan)
=~(~pva)Vv[~pvq] (Ley asociativa)
=1 (Ley del tercio excluido)

Luego, [(p = q) A p] — q, por ser equivalente a una tautologia, es también una
tautologia. Estoes, [(p > q) Ap]=q.

INFERENCIA LOGICA

La teoria de la inferencia logica, llamada también teoria de la deduccion, teoria
de la demostracion o teoria del razonamiento correcto, constituye una de las
partes mas importantes de la légica. Su aplicabilidad se manifiesta no so6lo en las
ciencias exactas, como la matematica, sino en muchos otros ambitos, como la
filosofia, el derecho y, en general, en la vida diaria.

Razonamientos Validos

Un razonamiento o0 una inferencia es la aseveracion de que una proposicion,
llamada conclusién, es consecuencia de otras proposiciones dadas, llamadas
premisas. Si un razonamiento tiene como premisas Py, P, . . ., P, y como
conclusién C, entonces a éste lo representaremos asi:

Py
P>

Pn
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EJEMPLO 3| La siguiente secuencia de proposiciones es un razonamiento:

Si hoy es sabado, entonces mafiana es domingo.
Si hoy es martes, entonces mafiana no es domingo.
Hoy es martes.

Luego, hoy no es sabado.

Este razonamiento se escribe simbolicamente asi:

Premisal: s—d donde s: hoy es sabado
Premisa 2: m — ~d d : mafiana es domingo
Premisa 3 : m m: hoy es martes
Conclusion: ~s

Los razonamientos en los que estamos interesados son aquellos que de premisas
verdaderas se deriven conclusiones verdaderas. Estos son los razonamientos
correctos o razonamientos validos.

DEFINICION| Diremos que un razonamiento es valido o es correcto siy sélo

si la conjuncion de las premisas implica ldgicamente a la
conclusion. Es decir, un razonamiento

P
P,

P

C
es correcto si y s6lo si Py A P, AP3 A...A P, — C esuna tautologia.
Osea, siysolosi PyAP, AP;A...AP,= C.

EJEMPLO 4| El razonamiento del ejemplo anterior es valido:

s—>d

m — ~d

m
~S

En efecto, construyendo la tabla condicional:
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[=>d)A(m—>~d)]Am—~s
111 0 10 0 011

L, r P, O O O O

01
11
01
11
01
11
01

PR O O KB K1, O
oOr O O o o o

1
1
1
0
1
1
1

PR P O O O K

1
0
0
1
1
0
0

OO0 O O R kR B
PR P Rk O O B

0
1
0
1
0
1
0
]

Vemos que [(s > d )A(m —~d )]Am — ~s es una tautologia. Luego, el
razonamiento es valido.

Para indicar que un razonamiento es valido se usan también las expresiones:
a. La conclusién es una consecuencia l6gica de las premisas.
b. La conclusion sigue l6gicamente las premisas.

c. Las premisas implican la conclusion.

A un razonamiento que no es valido lo llamaremos falacia.

EJEMPLO 5| Una falacia muy comun es la de afirmar el consecuente:

p—>q [(P—>a)ndl> p
q 1111111
P 100001 1
0111100
0100010

Latabla dice que [(p — q) Aq] — p no es una tautologfa. Luego, el razonamiento
no es correcto y, por tanto, es una falacia.

Como caso particular de esta falacia tenemos:

1. Si Sucre nacié en Caracas, entonces Sucre es venezolano. S—>V
2. Sucre es venezolano. v
Sucre nacié en Caracas S

Vemos que, aunque las premisas son verdaderas, la conclusion es falsa. Es decir,
de premisas verdaderas se ha derivado una conclusion falsa.
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Cuando el razonamiento tiene varias variables, La prueba de su validez mediante
la construccién de su tabla de verdad, resulta laborioso e impréctico. Asi, si un
razonamiento tiene 6 variables, su tabla tiene 2° = 64 filas. Para obviar esta
dificultad, contamos con otro método, que lo llamaremos Método Deductivo. Este
otro método resulta ser mas elegante y, en general, mas sencillo que el método de
tabla. Debemos confesar que la razon de ser de este capitulo es, precisamente, la
exposicion de este método deductivo. En resumen, el método consiste en dividir el
razonamiento en una secuencia de razonamientos cortos, simples y que de antemano
sabemos que son validos. A estos los llamaremos Razonamientos Elementales o
Reglas de Inferencia. Aqui los tenemos:

REGLAS DE INFERENCIA

1. Modus Ponendo Ponens
p—>q
P> Ap=q p

2. Modus Tollendo Tollens
p—>q
P> A~g=>~p ~q

3. Silogismo Disyuntivo
(Pva)a~q=p pvq pvq
(Pva)A~p=q P q

. Ley de simplificacion

pArq=p AN bAag
pAg=q p q

4. Silogismo Hipotético

]

p—>q
Po>DA@>nN=> (por) gor
p—>r

6. Ley dela Adicion

p=pvq b a
g=pvq pvq pvq

Ley de la Conjuncién

~

P)A@= (prQ) q
pPAQ
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El estudiante debe probar que todas estas formas proposicionales son,
efectivamente, implicaciones y, por tanto, razonamientos validos. Para esto se
procede como se hizo con el modus ponendo ponens (ejemplo 3) y el modus tollendo
tollens (problema resuelto 3 de la seccion 1.4).

Las dos primeras reglas tienen su nombre tomados del Latin. EI Modus (método)

ponendo ponens, (p —q) Ap =0, nos dice que afirmando (ponendo) el
antecedente de un condicional se puede afirmar (ponens) el consecuente. EI Modus

tollendo tollens, (p —>q) A~q = ~p, nos dice que negando (tollendo) el
consecuente de un condicional se puede negar (tollens) el antecedente.

EJEMPLO 6| Considerar el siguiente razonamiento:

Si llueve, entonces el suelo esta mojado.
Llueve.
Luego, el suelo esta mojado.

Simbdlicamente:

p—q donde  p: llueve
p q: el suelo estd mojado
q

La regla de inferencia modus ponendo ponens nos asegura que este
razonamiento es valido.

EJEMPLO 7| Ahora consideramos este otro razonamiento, que tiene las mismas

proposiciones atémicas que el ejemplo anterior:

Si llueve, entonces el suelo esta mojado
El suelo no estd mojado
Luego, no llueve

Simbdélicamente: p—>q
~q

La regla de inferencia modus tollendo tollens nos asegura que
este razonamiento también es valido.

|OBSERVACION. | Hacemos notar al lector que un razonamiento correcto no
necesariamente tiene que tener una conclusién verdadera.
Este resultado no nos parecera extrafio si tenemos presente
que la correccion de un razonamiento estd dada por la
implicacion: Py AP, A. . . AP,= C. Estaimplicacion s6lo
nos asegura que C es verdaderasi P;, P, . . .,y P,son
verdaderas; pero no nos dice nada del valor I6gico de C si
alguna de las premisas es falsa.
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EJEMPLO 8| Considerar el siguiente razonamiento:

Si el animal vuela, entonces el animal tiene alas
Si el animal tiene alas, entonces el animal es un pajaro
Luego, si el animal vuela, entonces el animal es un pajaro.

Simbélicamente:

V—a donde v: el animal vuela
a—p a: el animal tiene alas
Vop p: el animal es un pajaro

La regla del silogismo hipotético nos dice que este razonamiento es
valido. Sin embargo, su conclusidn es una proposicion falsa (la abeja
vuela y no es un péajaro). El lector no se sentird incomodo si observa
gue la segunda premisa es falsa.

Ahora, usaremos las reglas de inferencia, y algunas de las leyes dadas en el capitulo
anterior, para probar la validez de razonamientos mas complejos.

|[EJEMPLO 9 | Demostrar deductivamente (sin tablas de verdad) que el
razonamiento del ejemplo 4 es valido:

s—d
m — ~d
m
~5
Demostracién
1. s—>d Premisa 1
2. m—~d Premisa 2
3. m Premisa 3
4., ~d De 2y 3, por modus ponendo ponens
5 ~s De 1y 4, por modus tollendo tollens

Hemos probado que el razonamiento dado es correcto.

DEFINICION.| Una demostracion o prueba formal de validez de un

razonamiento es una secuencia de proposiciones que termina con la
conclusién. Cada una de las proposiciones es una premisa 0 una
consecuencia logica de las proposiciones anteriores.

EJEMPLO 10| Demostrar la validez del siguiente razonamiento:

Si me gradiio y encuentro un trabajo, entonces ganaré dinero. Si
gano dinero, entonces ayudaré a mi familia. No ayudo a mi familia.
Por lo tanto, no me gradué o no encontré trabajo.
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Solucién

Simbolizamos el razonamiento:

1. gat—>d donde g: me gradio

2. d—of t: encuentro un trabajo

3. ~f d: ganaré dinero
~gV~t f: ayudaré a mi familia

Demostracion.

4., ~d De 2y 3, por modus tollendo tollens
5 ~(gnat) De 1y 4, por modus tollendo tollens
6. ~gv~t De 5, por ley de De Morgan.

PRUEBA POR CASOS

Si una de las premisas es una disyuncion, se puede proceder a probar por casos.
Esta consiste en trabajar independientemente con cada uno de los términos de la
disyuncion y llegar a la misma conclusién. Este método se basa en la ley de
demostracion por casos:

[pva)>rI=(—>1A(@—>T)
Este método también es valido si una de las premisas es una disyuncion exclusiva.
Esta situacion se fundamenta en la implicacion:
pvg = pvaq,
probada en el ejemplol, y en la ley de demostracidn por casos.

EJEMPLO 11| Demuestra la validez del siguiente razonamiento:

Si vamos a Margarita, entonces gastaremos mucho dinero. Si
vamos al paramo, sufriremos por el frio. Pero, vamos a Margarita o
vamos al paramo. Por consiguiente, gastaremos dinero o sufriremos
por el frio.
Solucion

Simbolizamos el razonamiento:

1. m—g donde m: vamos a Margarita
2. po>f g: gastaremos mucho dinero
3._.mvp p: vamos al pAramo

gvf f: sufriremos por el frio.
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Demostracion.
4. m

5. ¢

| 6. gvf

7.p
8. f
9. gvf
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Caso len3.
De 1y 4, por modus ponendo ponens.

De 5, por ley de adicion.

Caso2en3
De 2y 7, por modus ponendo ponens.

De 8 por ley de la adicion.

PROBLEMAS RESUELTOS 2.1

PROBEMA 1.| Probar que la implicacion Idgica es:

a. Reflexiva. Estoes, A = A, VA

b. Antisimétrica. Estoes, si A=>B y B= A, entonces A=B

¢. Transitiva. Estoes, si A=>B y B=C, entonces A=C

Solucién

a. A = A, ya que para cualquier asignacion de valores de las variables de A que
hace a A verdadera, hace también a A verdadera.

b. Si una asignacion de valores que hace a A verdadera, como A = B, hace también
a B verdadera, y si una asignacion de valores que hace a B verdadera, como B =
A, hace también a A verdadera. Luego, cualquier asignacion de valores hace a A
verdadera si y solo si hace a B verdadera. Por tanto, A=B.

c. Siuna asignacion de valores que hace a A verdadera, como A = B, hace también
a B verdadera, y si una asignacion de valores que hace a B verdadera, como B =
C, hace también a C verdadera. Luego, cualquier asignacion de valores hace a A
verdadera, hace también a C verdadera. Por tanto, A = C.

PROBLEMA 2| Demostrar que el siguiente razonamiento es valido:

Demostracion.

1.

o

~q—>~p
~r
q—t

pvr
t
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5.

6

p

- pP—q
7.
8.

q
t
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De 2y 4, por silogismo disyuntivo

De 1, por la ley del contrareciproco

De 5y 6, por modus ponendo ponens

De 3y 7, por modus ponendo ponens.

PROBLEMA 3| Demostrar que el siguiente razonamiento es valido:

Demostracion

1.

agrw

p—s
s— ~t
gad — (~h > ~t)

$vamvm

h

6. p—o>~t De 1y 2, por silogismo hipotético

7. ~p De 5y 6, por modus tollendo tollens

8. pv(gad) De 4, por ley distributiva

9. gnad De 7y 8, por silogismo disyuntivo

10. ~h—>~t De 3y 9, por modus ponendo ponens

11. hv~t De 10, por ley del condicional

12. h De 5y 11, por silogismo disyuntivo.
Demostrar la validez de:

Demostracion.

4,

~S

5.~sv(Q

L 6. s—q

7.p
8. r—>gq

9.q

1.
2.
3.

p—>(r—>0q
~SVp

;

s—q

Caso len?2.

De 4, por ley de la adicién.

De 5, por ley del condicional.

Caso 2en 2.

De 1y 7, por modus ponendo ponens.

De 3y 8, por modus ponendo ponens.
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10.~sv( De 9, por ley de la adicidn.

11.s—>q De 10, por ley del condicional.

PROBLEMA 5 Probar la validez del dilema constructivo:

1. p—q
2. r—s
3. pvr
qvs
O sea

pPoPA(r—>s)A(pvr)=qvVvs

Demostracion.

_4. p Caso 1en 3.

5 ¢ De 1y 4, por modus ponendo ponens.
| 6. qvs De 5, por ley de la adicion.
_7. r Caso 2 en 3.

8.5 De 2y 7, por modus ponendo ponens.
L9. qvs De 5, por ley de la adicion.

PROBLEMA 6 Demostrar la validez de:
1. pag—>r

2. (p>nN—os

3 _~qvt
q—>sat
Demostracion.
4. ~(pAqvr De 1, por ley del condicional
5 (~pv~q)vVvr De 4, por ley de De Morgan
6. ~qv(~pvr) De 5, por ley conmutativa y ley asociativa
7. g—>@PE—0n De 6, por ley del condicional
8. g—os De 2y 7, por silogismo hipotético
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9.

10.
11.
12.

~qVs

(~qVvs) A

(~qvi)

~qV(SAt)

g—(sat)
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De 8, por ley del condicional
De 3y 9, por ley de la conjuncion
De 10, por ley distributiva

De 11, por ley del condicional.

PROBLEMA 7

Solucion

Demostrar la validez del siguiente razonamiento:

Si estudio en

la universidad, no puedo trabajar. Si no puedo

trabajar, no tengo dinero. Me casaré con mi novia solamente si
tengo dinero. Si no me caso con mi novia, ella sera infeliz. Pero
si no estudio en la universidad no seré profesional, y si no soy

profesional no

me casaré con mi novia. O estudio en la

universidad o no estudio. Luego, mi novia serd infeliz.

Simbolizamos el razonamiento:

1.

2
3
4,
5
6
7

u— ~t

. ~t—>~d

.c—d

~C —> ~f
~U—> ~p

~p—>~C

~f

Demostracion

8.
9.

10.
11.

12.

uv-~u
u

~d— ~C
u— ~f

~f

13. ~u

14, ~u— ~f

15. ~f

u:
t:
d:

estudio en la universidad.
puedo trabajar.

tengo dinero.

me caso con mi novia.
mi novia sera feliz.

. seré profesional.

De 7 y el ejemplo 1.c, por modus ponendo ponens.

Caso 1 en 8.

De 3, por ley del contrarreciproco.
De 1, 2,10y 4, por silogismo hipotético.

De 9y 11, por modus ponendo ponens.

Caso 2 en 8.

De 5, 6 y 4, por silogismo hipotético.

De 13y 14, por modus ponendo ponens.
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| PROBLEMA 8 | Probar que el siguiente razonamiento es valido:

Si no salgo a pasear, entonces estudio. Voy a clases 0 no
apruebo la materia. Si salgo a pasear o no voy clases, entonces
no consulto al profesor. Consulto al profesor o no voy a clases.
Luego, que estudie es condicion necesaria para que apruebe la
materia.

Solucion

Simbolizamos el razonamiento:

1. ~s—>e s: salgo a pasear.

2. vv~a e: estudio.

3. sV~ ~p v: voy a clases.

4. pv~v a: apruebo la materia.
e—>a p : consulto al profesor

Demostracion.

5.p Caso 1en4.
6. ~(sV~V) De 3y 5, por modus tollendo tollens.
7.~SAV De 6, por De Morgan.
8. ~s De 7, por la ley de simplificacion.
9. e De 1y 8, por modus ponendo ponens.
10. ~ave De 9, por la ley de adicion.

L 11. a—>e De 10, por ley del condicional.

[ 12w Caso 2 en 4.
13.~a De 2y 12, por silogismo disyuntivo.
14. ~ave De 13, por la ley de adicion.

| 15.a—e De 14, por ley del condicional.

PROBLEMA 9| Probar que el siguiente razonamiento es valido:

O ganan Los Cardenales o ganan Las Aguilas. Si los
Cardenales ganan, los larenses lo celebraran; pero si ganan Las
Aguilas los zulianos lo celebraran. Ademas, si ganan Los
Cardenales, los zulianos no lo celebrardn; pero si ganan Las
Aguilas, los larenses no lo celebraran. En consecuencia, los
larenses lo celebraran si y s6lo si los zulianos no lo celebraran.
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Solucion.

Simbolizamos el razonamiento:

1. cva c: ganan los Cardenales.
2. ¢l a: ganan las Aguilas.
3. a—>z I: los larenses lo celebraran.
4, ¢ >~z z . los zulianos lo celebraran.
5. _a—>~I

| >~z

Demostracion

_6. cva De 1y ejemplo 1 ¢, por modus ponendo ponens.
7. ¢ Casolen6
8 | De 2y 7, por modus ponendo ponens.
9. zvl De 8, por ley de la adicion.
10. ~z—> 1| De 8, por ley del condicional.
11. ~z De 4y 7, por modus ponendo ponens.
12. ~lv~z De 11, por ley de la adicion.
13. 1>~z De 11, por ley del condicional.
14. 1~z De 10y 13, por la ley del bicondicional.
[ 14. a Caso 2en 6
15. z De 3y 14, por modus ponendo ponens.
16. ~~z De 15, por la ley de doble negacidn.
17. ~~z vl De 16, por la ley de adicion.
18. ~z —> | De 16, por la ley del condicional.
19. ~1 De 5y 14, por modus ponendo ponens.
20. ~lv ~z De 19, por la ley de la adicion.
21. 1 >~z De 20, por la ley del condicional.
| 22. oz De 18 y 21, la ley del bicondicional.
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|[PROBLEMA 10| Demostrar la validez del siguiente razonamiento:

Si el mar no esta agitado y no hay tormenta, la visibilidad
dentro del agua es buena. Si la visibilidad dentro del agua es
buena, bajaremos a 50 m. de profundidad. Si somos submarinistas
experimentados, los tiburones no nos preocupan. Somos
submarinistas experimentados. No bajaremos a 50 m. de
profundidad o los tiburones nos preocupan. Luego, el mar esta
agitado o hay tormenta.

Solucion

Simbolizamos el razonamiento:

1. ~an~t—>v a: el mar est4 agitado.

2.v—>b t: hay tormenta.

3. s>~ v: lavisibilidad dentro del agua es buena.

4. s b : bajaremos a 50 m. de profundidad.

5. ~bvp S : somos submarinistas experimentados.
avt p : los tiburones nos preocupan.

Demostracion

6. ~p De 3y 4, por modus ponendo ponens.
7. ~b De 5y 6, por silogismo disyuntivo.

8. ~v De 2y 7, por modus tollendo tollens.
9. ~(~an~t) De 1y 8, por modus tollendo tollens.
10. avt De 9, por ley de De Morgan.

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1

1. Probar, mediante tablas de verdad, que los siguientes razonamientos son falacias.

La primera es conocida con el nombre de falacia de negar el antecedente.
a p—q b. p—>q
~p____ brg
~q q
2. Seap una proposicion cualquiera. Probar, mediante tablas de verdad, que

a O=p b. p=1
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3. Probar, deductivamente, la ley de la adicion:

5. Probar, deductivamente, la ley del silogismo disyuntivo:

p=(pva)
4. Probar, deductivamente, la ley del silogismo hipotético:

P>DA@>nN=>pE—>r1)

(pva)a~q = p
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6. SiAesunatautologia y A= B, probar que B es una tautologia.

En los problemas del 7 al 23, probar deductivamente la validez del razonamiento.

7. ~p
~(p A Q)

10. r—>q
~p—>~q
rvt
~p
t

13. t—>p
p—(r—aq)
.

~q > ~t

16. r—p
~pV (~qAT)
tvr—h
_rv~h

q—> ~t

19. p—r
~0—S
~r

~pArg—d
~d—s

8. gq—or

pvqg
pvr

11. pvq

14.

tvs

t— (~pv~r)
r

qVvs

p—>(@—>r)
r—(s—~t)
bv(sat)

p—(q—b)

17. rv~h

~h—> ~tA~r
~pV (~qAT)
~p = ~r

t— ~q

20 g—p

~r
~s—>t)—>~p

~r—>(

~t—> ~s

9. ~q—>~p

12.

15.

18.

21.

a7
p—>r

(PAQ)v~t

t—q

p—>~m
~p—>~f A~g
f Ah

h < ~m

pAar—q

s—p

s—q

anb—d
d—(p—~t)
qv(pat)
arb—q
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22.

24.

25.
26.
217.

hvr—~q 23. ~rvh

hv~gv~p tvr—~h

~p = (~h > ~1) ~r = ~q

q—>~t qv(~pAr)
I

Probar el modus tollendo tollens usando el modus ponendo ponens y la ley del
contrarreciproco.

Probar el silogismo disyuntivo usando el modus tollendo tollens.
Probar el silogismo hipotético usando las otras leyes.

Probar, deductivamente, la validez del dilema destructivo:
p—>q
r—s
~QV _~$
~pV~r

En los problemas del 28 al 56, probar la validez del razonamientos dado:

28.

29.

30.

3L

32.

33.

34.

Si el paquete es liviano y no es muy grande, el correo lo aceptara. Si el paquete
contiene ropa, entonces es liviano. El paquete no es muy grande. Luego, si el
paquete contiene ropa, el correo lo aceptara.

Si Carlos o Anita van al cine, entonces Jaimito se queda en casa. Luego, Si
Anita va al cine, Jaimito se queda en casa.

Entramos a este restaurante sélo si la comida es buena. O la comida es barata o
la comida no es buena. La comida no es barata. Luego, no entramos a este
restaurante.

Si llego a tiempo, cenaré, siempre que tenga apetito. No cené y tengo apetito.
En consecuencia, no llegué a tiempo.

Si se devalGa el bolivar, la inflacién se acelerard; y si el bolivar se mantiene
estable, las divisas no bajaran. O el bolivar se devalla o éste se mantiene
estable. Si se devalla el bolivar, las divisas bajaran. Si el bolivar se mantiene
estable, la inflacidn no se acelerara. Luego, la inflacion se acelerara si y s6lo si
las divisas bajaran.

Si Javier se casa, entonces tiene que trabajar; y si trabaja no podra estudiar. Si
Javier no se casa, entonces perdera mucho tiempo visitando a su novia; y si
pierde tiempo, no podra estudiar. Si Javier no estudia, sus padres se sentiran
infelices. Luego, los padres de Javier se sentiran infelices.

Es necesario no aprobar Célculo para estudiar Estructuras. Si no estudio
Estructuras, no me castigan y no voy a la fiesta. Me castigan y salgo a pasear.
Luego, salgo a pasear es necesario y suficiente para no aprobar Caélculo.
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35. Si estudio computacion, ganaré mucho dinero. Si estudio periodismo, conoceré
mucha gente. Si gano mucho dinero o conozco mucha gente, seré feliz. Por
tanto, si soy infeliz, no estudié computacion ni estudié periodismo.

36. Sino hay tormenta, entonces no es cierto que, no me quedaré en casa y que no
dormiré temprano. Si no hay muchas nubes negras, entonces no habra tormenta.
Si viene Pedro, no iré al cine. Es suficiente que haya muchas nubes negras para
que Pedro venga. Voy al cine. Luego, me quedo en casa 0 me duermo
temprano.

SECCION 2.2
METODOS DE DEMOSTRACION

La demostracion de un razonamiento valido se reduce a probar la implicacion
PiA Py AP3A...AP,= C,

donde P, Py, Ps, ...y P, son las premisas y C es la conclusion. Para la
demostracion puede usarse el método directo o un método indirecto. En todas las
demostraciones sobre proposiciones, que hemos presentado en la seccion anterior,
hemos usado el método directo. Este consiste en una cadena de proposiciones, que
usando las premisas, nos conducen a la conclusion. Veamos como funciona este
método en la matemética. Recordar, que en esta ciencia, las proposiciones que se
demuestran se Ilaman teoremas, en los cuales las premisas constituyen la hipdtesis y
la conclusion es la tesis.

EJEMPLO 1| Demostrar, en forma directa, el siguiente teorema:

Si n es nimero par, entonces n? es par.
Simbolicamente,
nespar = n? es par
Demostracion.

1. nespar Hipétesis.

2. n=2k, paraalgin entero k. Definicién de nimero par.

3. n’= (2k)2 De 2, elevando al cuadrado.

4. n®=4K? De 3, potencia de un producto.

5 n’= 2(2k2) De 4, por descomposicion en factores.
6. n2 =2k, De 5, haciendo k; = 2k?

7. nes par De 6, definicion de nimero par.
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Los métodos de demostracion indirecta, en lugar de probar la implicacion

Pl/\ Pz/\P3/\.,./\Pn: C,
se prueba una implicacion equivalente.

Aqui presentamos dos de ellos: el método del contrarreciproco y el método de
reduccion al absurdo.

METODO DEL CONTRARRECIPROCO
Hacemos uso de la ley del contrarreciproco. En lugar de
Pin P APsA... AP, = C,
Probamos su contrarreciproco:
~C=> ~(P1/\ P, AP3A...A Pn)

EJEMPLO 2| Probar la validez del siguiente razonamiento, usando el método del

contrarreciproco.
p—>9
p—>pAaq
Solucién

Debemos probar que (p > q) = (p > p A q). En lugar de esta implicacion,
probaremos su contrarreciproco:

~p—=>prg)= ~(p—0)
O sea, debemos probar que el siguiente razonamiento es valido:

1L ~p—>pnAaq)
~(p—0q)
Bien, demostremos esto Gltimo:
2. ~p—>pnAQ) Premisa 1.
3. ~(~pv(pArQ) De 2, por ley del condicional.
4. ~~pA~(pAQ) De 3, por la ley de De Morgan.
5 pa~(pAaQ) De 4y ley de doble negacion
6. pAr(~pv~Q) De 5, por ley de De Morgan
7. (pA~p)V(pA~Q) De 6, por ley de distributividad.
8. Ov(pa~q) De 7, por ley de complementacion.
9. pa~Q De 8, por ley de identidad.
10. ~(~(p A ~Q)) De 9, por ley de doble negacion.
11. ~(~pv Q) De 10, por ley de De Morgan.

12. ~(p—Q) De 11, por ley del condicional.
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EJEMPLO 3| Demostrar, mediante el método del contrarreciproco, el teorema.
Si n es un namero par, entonces n es par.

O sea
2
n~espar = nespar

Solucioén
El contrarreciproco de este teorema es:

2
n noespar = n° noes par
O sea

. 2 .
n esimpar = n esimpar

Probemos esto altimo:

1. nesimpar. Hipdtesis.

2. n=2k+ 1, paraalgun entero k. Definicién de nlimero entero impar.

3. n’= (2k + 1)2 De 2, elevando al cuadrado.

4. n®= 4k +2(2K)(2) + 1 De 3, cuadrado de un binomio.

5. n®= 2[2k%+2k] + 1 De 4, factorizando.

6. n°= 2k +1 De 4, haciendo k; = 2k + 2k.

7. n’es impar De 6, por definicion de entero impar.

| OBSERVACION | Los dos resultados dados en el ejemplo 1y en el ejemplo 3 se

pueden expresar en una sola proposicion, que es la siguiente:

2
nespar < n° es par.

METODO DE REDUCCION AL ABSURDO
La ley de reduccion al absurdo nos dice que:
(PiA PaAPsA..AP,= C)= (PiA P2 APsA.. AP, A~C= 0)

Luego, si al agregar a las premisas la negacion de la conclusién se obtiene, como
consecuencia la ldgica, una contradiccidn, entonces el razonamiento es valido. La
contradiccion que aparece es de la forma: q A ~q.

EJEMPLO 4| Mediante el método de reduccion al absurdo, probar la validez de

1. pv~g—>par

2. ~
q
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Solucidn.
A las premisas dadas agregamos la negacion de la conclusion:

1. pv~g = pAar

2. ~r
3. ~q
Ahora, aplicando las leyes légicas, buscamos una contradiccion:
4. pv~q De 3, por la ley de la adicion.
5 par De 1y 4, por modus ponendo ponens
6. r De 5, por la ley de simplificacion
7. r A ~r, jcontradiccion! De 2y 6, por la ley de la conjuncion
8. 0 De 7, por la ley de reduccion al absurdo.

Aclaremos un poco mas la demostraciéon de este ejemplo 4. Tenemos dos
razonamientos

a 1. pv~q = par b) 1. pv~g =5 pAar
2. _~r 2. ~r
q 3. ~q
rA~r

Lo que nos piden es probar la validez del primero. Para esto, lo que hemos hecho
es probar la validez del segundo. La ley de reduccién al absurdo nos dice que este
resultado equivale a probar la validez del primero.

EJEMPLO 5| Probar que el nlimero real /2 es irracional. Esto es,

2 esreal = /2 es irracional.
Solucion

Probaremos este teorema por el método de reduccion al absurdo.

Presentamos la prueba en dos estilos: el estilo simplificado, como se procede en los
textos de matematica, y luego presentamos en el estilo detallado y numerado, que es
con él que hemos estado trabajando.

Demostracion
Supongamos que 2 no es irracional. En este caso, ya que un namero real o es

irracional o es racional, /2 es racional. Luego, por definicién de nimero racional,
existen dos nimeros enteros ny m, con m = 0, tales que
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Jo=1. €]

Simplificando la fraccion % tantas veces como sean necesarias, podemos suponer

que n'y m son primos entre si. Es decir, n'y m no tienen factores comunes.

Ahora, de /2 = % obtenemos que ~/2 m =n, y, elevando al cuadrado,
2m? = n? (2)
Esta Gltima igualdad nos dice que n? es un nimero par y por el ejemplo 3 anterior,
concluimos que n es par. Luego, n = 2k, para algin entero k. Reemplazando esta
igualdad en (2) se obtiene que 2m? = (2k)® = 4k = 2(2k?) y, de donde,

m? = 2k? 3)

Esta igualdad nos dice que m? es par. Invocando nuevamente al ejemplo 3 anterior,
obtenemos que m es también par. De este modo, hemos logrado probar que los
enteros n y m son ambos nimeros pares y, por tanto no son primos entre si. Esto
contradice la suposicion de que n'y m son primos.

Esta contradiccion provino de suponer que V2 es racional. Por tanto, debemos
admitir que /2 es irracional.

Veamos esta prueba en el otro estilo. Debemos probar la validez del razonamiento:
J2 esreal A +/2 noesirracional = 0 (jcontradiccion!)

Demostracion

1. /2 esreal Hipotesis.

2. /2 noesirracional Hipétesis.

3. /2 es racional Dely?2

4. J2 = % donde ny mson enteros y m = 0. Definicidn de racional.

5. ny m son primos entre si. Simplificando la fraccion %
6. ~/2m=n De 5, pasando m a multiplicar.
7. 2m’=n’ De 6, elevando al cuadrado.
8. nes par De 7, por definicion de par.

9. nespar De 8, por el ejemplo 3.

10. n = 2k, para algun entero k. De 9, por definicion de par.
11, m® = 4k? De 10, elevando al cuadrado.

12. m?= 2(2k2) De 11, factorizando.
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13. m® es ndmero par De 12, por definicidn de par.
14. m es namero par De 13, por el ejemplo 3.
15. ny m no son primos entre si. De 9y 14, 2 es factor comun.

16. ny mson y no son primos entre si. jContrad.! De 5y 15, por ley de la Conj.

17. /2 es irracional Ley de reduccidn al absurdo.

PROBLEMAS RESUELTOS 2.2

| PROBLEMA 1] Probar la validez del siguiente razonamiento, por el método de
reduccion al absurdo.

1. anb—d

2. d> (P>~

3. ~g—> pnat

arb—q

Solucién
4. ~anb—>q) Premisa adicional para reduccién al absurdo
5 ~(~(anb)vq) De 4, por ley del condicional
6. (@aanb)a~g De 5, por ley de De Morgan.
7. aAb De 6, por ley de la simplificacion.
8. anb->@p—o~) De 1y 2, por silogismo hipotético.
9. p—o~t De 7y 8, por modus ponendo ponens.
10. ~q De 6, por ley de simplificacion.
11. pat De 3y 10, por modus ponendo ponens.
12. p De 11, por ley de la simplificacion.
13. ~t De 9y 12, por modus ponendo ponens.
14. t De 11, por ley de la simplificacidn.
15. t A~t jcontradiccion! De 13y 14, por ley de la conjuncién.
16. anb —>q De 15, por ley de la reduccidn al absurdo.




70 Capitulo 2. Inferencia Logica

PROBLEMA 2| Probar que existen infinitos nimeros primos.
Solucion
Procedemos por reduccién al absurdo:

Supongamos que sélo existe un ndmero finito de primos. Digamos que todos estos
son: p1, P2, Pz - Px- ES decir, p; =2, p, =3, ps=5, etc.

Consideremos el nimero m que se obtiene multiplicando todos los primos y
aumentado 1 a este producto. Es decir, m =p;p,ps...px + 1.

Como m es mayor que todos los primos, m no es primo y, por tanto, debe ser
divisible por algun primo, digamos p;. Tenemos, entonces que p; divide a m. Pero p;
también divide al producto de todos los primos pip2ps, . . . Pk, Ya que p; es un factor
de este producto. En consecuencia, por el problema propuesto 5 de esta seccion, p

divide a la diferencia m — pyp, pa. . . px = 1. Esto es una contradiccion, ya que
ningln primo divide a 1.

PROBLEMA 3| Sean x e y dos nimeros reales. Probar que

X+y >100 = x>50 v y>50
Solucién.

Usaremos el método del contrarreciproco.
Debemos probar que:

~x>50 v y>50)= ~(x+y >100)

O sea,
X<50 A y<50 = x+y <100
Bien,
1. x <50 Hipotesis.
2. y <50 Hipotesis.
3. x+y <50+50=100 De 1y 2, sumado.

|PROBLEMA 4. ] Probar que la suma 3 tres niimeros consecutivos es maltiplo de 3.

Solucion
Tres enteros consecutivos son de la forma:
nn+lyn+2
Si S es la suma de estos 3 nimeros, entonces
S=n+(n+l)+(n+2)=3n+3=3(n+1)

Luego, S es maltiplo de 3.
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|PROBLEMA 5. | Probar, mediante el método del contrarreciproco, la validez de:

P=>@-n)
Pro—>T
Solucién
Se pide probarque: p—>(@—r) = (pAQ) > T.

En lugar de esta implicacion, probaremos su contrarreciproca:

~prg)>rl=~p—>(@Q—>n]

O sea,
~lprg)—>T]
~[p—>(@—n]
Bien,
~pArg)>rl=~[~(PAqg)vr] (Ley del condicional)
= ~[(~pv~q)vr] (Ley de De Morgan)
= ~[~pv (~qvr)] (Ley asociativa)

= ~[~pv(q—>1)] (Ley del condicional)
= ~[p>(q—or)] (Ley del condicional)

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2

Probar, mediante el método directo, los siguientes teoremas.

1. Lasuma de enteros pares €s par.
2. Lasuma de enteros impares es par.

3. Lasuma de 5 nimeros enteros consecutivos es multiplo de 5.

4. Siel entero m es multiplo de 3, entonces m? es multiplo de 3.

5. Si un nimero entero divide a otros dos, entonces divide a su suma y divide a su
diferencia. O sea,
siddividea m y d a n,entoncesd dividea m+n y d dividea m—-n.
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6. Mediante el método del contrarreciproco, probar la validez:
p—q
pvg—q
Mediante el método del contrarreciproco, probar los siguientes resultados.

7. Siunentero m no es divisible por 2, entonces m no es divisible por 4.

8. Siel entero m es multiplo de 3, entonces m es multiplo de 3.
Sugerencia: m=3k, m=3k+1 6 m=3k+2
Los dos resultados de los problemas 4 y 8 se pueden expresar en uno solo:

m es multiplo de 3 < m? es maltiplo de 3.

9. Seana y b dosnimeros reales.
Si a y bson positivos y ab > 16, entoncesa>4 0 b>4.

Mediante el método de reduccion al absurdo, probar la validez de:

11. p—>(Qvr) 12. (pAan—q
q—>~p r
t—> ~r
b p—>q
~t

13. p—>r 14. p—>q
~0—>S g r
~r p—>r
~prg—d
~d—>s

Mediante el método de reduccion al absurdo, probar los siguientes resultados.
15. Si aes un ndmero racional y b es irracional, entonces a + b es irracional.

16. Si aes un namero racional, a= 0 y b es irracional, entonces ab es irracional.

17. El namero real +/3 es irracional. Sugerencia: Usar el problema propuesto 8.
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EL DESCUBRIMIENTO DE LOS IRRACIONALES.
UNA HISTORIA TRAGICA

La historia tragica, pero de gran relevancia para el desarrollo de la Matematica

sucedi6 en la Grecia Antigua. Sus protagonistas fueron pitagoéricos.

El pitagorismo o la escuela pitagdrica fue una sociedad o hermandad esotérica,
metafisica, filosdfica, cientifica y religiosa, fundada por Pitagoras en Crotona (sur
de Italia) en el siglo V A. C. Sus reglas de convivencia eran muy estrictas. Eran
vegetarianos y no podian tomar vino. Una de sus principales creencias sostenia que
en los nimeros estan las bases y la esencia de todas las cosas. Para ellos himero

significaba numero natural o ndmero fraccionario (nUmero racional).

Los miembros de la sociedad se comprometian, bajo un solemne juramento, a

mantener el secreto de las ensefianzas de la escuela.

Los PTAGORICOS

Uno de los primeros discipulos de Pitagoras fue Hipaso de Metaponto.

Hipaso se planteo el problema de medir la diagonal de un cuadrado de lado 1 en

términos de la longitud del lado. jGran sorpresa!, descubrid que esta medida, que
es v/ 2, no podia expresarse ni como un nimero natural ni como una fraccion. Este

resultado contradecia la creencia pitagérica de todo ente del universo se construye

con las nimeros naturales o con las fracciones.
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Hipaso de Metaponto

Hipaso habia descubierto los nimeros irracionales. Este hecho le planteo un
serio dilema: Ser fiel al credo de su escuela, silenciando el resultado, o ser fiel a la
ciencia, divulgando su encuentro. Opt6 por la segunda posibilidad.

Se cuenta que los pitagéricos estaban navegando en alta mar cuando se
enteraron de este hecho. Reaccionaron con furia. Se sintieron traicionados. Para

castigar la supuesta traicion, lanzaron a Hipaso al mar, muriendo ahogado.
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BERTRAND RUSSELL
(1872-1970)

BERTRAND RUSSELL nacié en Trellek, Pais de Gales, Inglaterra, proviniendo de
una familia aristocrdtica. Estudié matemdticas en la Universidad de Cambrige,
donde se gradué con honores en 1893, a la edad de 21 afios.

En julio de 1900, junto con su amigo y exprofesor Alfred Whitehead, asistieron
al Congreso Internacional de Filosofia, Logica e Historia de la Ciencia, que tuvo
lugar en Paris. Quedaron fuertemente impresionados por las conferencias del
matemadtico italiano Giuseppe Peano, que se distinguian por su precision logica. Tan
pronto regresaron a Inglaterra, basindose en los resultados de Geoge Boole
(18151864 ), Gottlob Frege (1848-1925) y Peano, dieron inicio a su trabajo en el
campo de, la recientemente bautizada, 16gica matemdtica. Esta labor alcanza su
cuispide con la publicacion de su monumental obra "Principia Mathematica", la
cual fue escrita entre 1903 y 1913. Le pusieron este nombre emulando a Isaac
Newton, quien revolucioné la Fisica con su obra "Principia".

Ademds de la matemadtica, la I6gica y la filosofia, Russell cultivé las letras. Fue un
gran escritor. Gangd el Premio Nobel de Literatura del ario 1950.

Russell también resalto por sus inquietudes sociales. Particip6, en forma muy
activa, en los movimientos pacifistas. Fue un tremendo opositor al uso de la bomba
atémica.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Durante la larga vida de B. Russell (98 afios) sucedieron muchos de los
acontecimientos que han dado forma a nuestro mundo actual. Entre estos tenemos:
La Primera Guerra Mundial (1914-1918), la Segunda Guerra Mundial
(1939-1945), la Revolucion Rusa (1917), la Revolucion China (1949). En Ameérica
sucedieron los siquientes hechos saltantes: La Revolucién Mejicana (1910), culmino
la construccion del Canal de Panamd (1914), la Revolucion Cubana (1959).
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SECCION 3.1
FUNCIONES PROPOSICIONALES

Con mucha frecuencia hallamos ciertos juicios declarativos que, sin ser
proposiciones, estan estrechamente relacionados con éstas.
Consideremos los juicios declarativos:
1. x°=9
2. y<5
3. z fue campeon de los pesos pesados.

Debido a que en cada uno de estos juicios aparecen variables, no podemos decir si
son verdaderos o falsos. Sin embargo, asignando valores particulares a cada variable,
obtenemos proposiciones. Asi, si en (1) reemplazamos la "x" por 3; en (2)
reemplazamos la "y" por 7, y en (3) la "z" por Mohamed Ali, obtenemos las
proposiciones:

4. 3°=9
5. 7<5
6. Mohamed Ali fue campe6n de los pesos pesados.

A estos juicios declarativos, que poseen variables, se los Ilama funciones
proposicionales o proposiciones abiertas.

Para tener una funcion proposicional no basta contar con solamente un juicio
declarativo que contenga variables. Se debe indicar, ademas, un conjunto en cual las
variables toman sus valores. Este conjunto se llama dominio de la funcién
proposicional. En conclusién, una funcién proposicional estad constituida por dos
objetos: un conjunto y un juicio declarativo que contiene variables. El juicio es tal
que, cuando cada variable es reemplazada por un elemento especifico del conjunto
dado, produce proposiciones.

Denotaremos con P(x), Q(x), etc., a los juicios declarativos que contengan a la
variable x. Con esta notacion, una funcién proposicional puede simbolizarse del
modo siguiente,

(A, P(x)), donde A es el dominio.

EJEMPLO 1| Sea la funcién proposicional (A, P(x)), donde

A={-10,1,2,3,4} y PXx): x<3

En esta funcidn, al reemplazar la variable x por todos los elementos
del dominio A, obtenemos las siguientes seis proposiciones:

1. P(-1): -1<3 (V) 2. P): 0<3 (V)

3. P(1):1<3 (V) 4. PQ): 2<3 (V)
5. P(3): 3<3 (F) 6. P(4): 4<3  (F)
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DEFINICION Sea (A, P(x)) una funcién proposicional. Se llama dominio de

verdad de esta funcién proposicional al conjunto formado por
todos los elementos a de A tales que P(a) es verdadera.

EJEMPLO 2| Sea la funcion proposicional (Z, Q(x)), donde Z es el conjunto de

. 2
los nimeros enteros y  Q(x) : X <5

El dominio de verdad de esta funcion proposicional es el conjunto:

{-2,-1,01,2}.

Si (A, P(2)) es una funcion proposicional, entonces para cada elemento a del
dominio A tenemos asignada la proposicion P(a). Esta observacion nos dice que
aqui tenemos una funcion. A este hecho se debe el nombre dado de "“funcion
proposicional™".

Debemos hacer notar que las funciones proposicionales pueden ser de mas de una
variable. En este caso, para cada variable se debe asignar a un conjunto como su
dominio. Asi, una funcion proposicional de dos variables se representard mediante
una triada

(A, B, P(x, y)),

donde P(x, y) es un juicio declarativo que tiene las variables x e y, A es el dominio
de x y B es el dominio dey. En este caso, el dominio de verdad esti formado por
todos los pares ordenados (a, b) tales que P(a, b) es verdad, donde a estien Ay b
esta en B. Con mas exactitud, el dominio de esta funcién proposicional es el producto
cartesiano A x B, de los conjuntos A y B, del cual nos ocuparemos en el préximo
capitulo.

Sea la funcion proposicional (A, B, P(x, y)), donde
A={-1,0,1}, B={2,3} vy P(x,y) :x+y=2

Esta funcidon proposicional da lugar a las siguientes 6
proposiciones:

1. P(-1,2):-1+2=2 (F) 2 P0,2): 0+2=2 (V)
3.P(1,2): 1+2=2 (F) 4.P(-13):-1+3=2 (V)
4. P(0,3): 0+3=2 (F) 6. P(1,3): 1+3=2(F)
El dominio de verdad es el conjunto:

{(01 2)7 (_11 3)}
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.1

Hallar el dominio de verdad da cada una de las siguientes funciones
proposicionales:

1. (A, P(x)),donde A={0,1,2,3,4} y P(x): 2x<6

2. (B,Q(x)), donde B={0,1,2,3} y Q(x): x*—x=6

3. (N, P(x)), donde N es el conjunto de nimeros naturalesy P(n): n?<1.
4. (C,S(y)), donde C={1,2,3,4,5} y S(y):y+y" esimpar

3. (R, P(x)), donde R es el conjunto de nimeros reales y P(x): X +1=0.
6. (Z, Q(n)), donde Z es el conjunto de nimeros enteros y  Q(n): |n|<2.
7. (A, P(x)), donde A={-3,-2,-1,0,1,2,3,4} y P(X): X+ 2x < 3.

8. (B, Q(x)), donde B={-5,—4,—-3,-2,-1,0,1,2} y Q(X):|2x+1]| < 3.
9. (C,S(x)),donde C={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3} y S(x):| x+1 |>3.
10. (D, P(x)), donde D={-3,—-2,-1,0,2,3,4} y P(x): X2+ 2X — 8>0.

11. (Z, Q(x)), donde Z es el conjunto de ndmeros enteros y Q(x): X *1 <o.
X -5

12. (A, B, P(x,y)),donde A={-3,-2,-1,0,1,2} B={-1,0,1,2,3,4} y
P(x,y): x+y <—1.

SECCION 3.2
CUANTIFICADORES

Consideremos una funcion proposicional (A, P(x)). Recordemos que P(x) es una
proposicion abierta que contiene la variable x y A es el dominio o universo de
discurso para la proposicion abierta. EI dominio o universo comprende todas las
opciones que se le permite tomar a la variable x.

Al reemplazar la variable x de P(x) por elementos de A obtenemos proposiciones
verdaderas o falsas. Nos preguntamos ;Para cuantos elementos de A, P(x) es
verdadera?. Como posibles respuestas tenemos:
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para todos los elementos de A
para algunos elementos de A
para un solo elemento de A
para ningun elemento de A
Los términos todos, algunos, un solo y ninguno, por indicar cantidad, son
llamados cuantificadores. De estos, los fundamentales son todos, algunos y, como

caso particular de este Gltimo, un solo.

EL CUANTIFICADOR UNIVERSAL

El cuantificador todos se llama cuantificador universal y se le denota con el
simbolo V, que es una A invertida (de "all", palabra inglesa para "todos").

Al cuantificar a la funcion proposicional P(x) mediante el cuantificador universal
obtenemos la proposicién;
Para todo elemento x de A, P(x),
que se simboliza del modo siguiente:

(VxeA)(P(X) 1)
A las proposiciones que tienen esta forma se las proposiciones universales.
Otras maneras de leer la proposicion (1), son las siguientes:
a. ParacadaxenA, P(x) b. Cualquiera sea x en A, P(x)
c. P(x), paracadaxenA d. P(x), para todo x en A.

(vxeA)(P(x)) es verdadera si y s6lo si P(a) es verdadera para todo a de A. Esto es,

(vxeA)(P(x)) es verdadera si y solo si el dominio de verdad P(x) es todo A.

NOTACION| A laproposicion cuantificada
(vxeA)(P(x)),

cuando el universo del discurso A esta sobreentendido o es dado de
antemano, la escribimos asi:

(¥x)(P(x)) 6, més simplemente, Vx P(x)

EJEMPLO 1 |Simbolizar las siguientes proposiciones y determinar su valor l6gico.

a. Todo hombre es mortal

b. Todo nimero natural es mayor que 1.
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Solucién

a. Sea la funcién proposicional M(x): x es mortal con dominio el conjunto S
formado por todos los seres humanos.

Esta proposicion dada se escribe simbélicamente asi:  (VxeS)(M(x)).

Esta proposicion es verdadera.

b. Esta proposicion se escribe simbdlicamente asi: (VneN)(n> 1).

La proposicion es falsa, ya que para n =1 no es cierto que 1 > 1.

LAS PROPOSICIONES UNIVERSALES GENERALIZAN LA
CONJUNCION.

En efecto, supongamos que el dominio de la funcion proposicional (A, P(x)) es un
conjunto finito, formado por los elementos: ay, a,, . . ., a,. ES decir,

A= {all .y an}-

Tenemos que:

(vxeA)(P(x)) es verdadera << P(a;), P(ay), ...y P(a,) son todas verdaderas.

< P(a)) AP(@) A ... AP(a,) esverdadera.
Luego,
(vxeA)(P(X)) =P(a;) AP(@) A ... AP(ay).

EL CUANTIFICADOR EXISTENCIAL

El cuantificador algunos o existe al menos uno se llama cuantificador
existencial, y se le denota con el simbolo 3, que es una E al revés.

A la proposicién:
Existe al menos un x de A tal que P(x)

la escribiremos simbélicamente del modo siguiente:
(3xeA)(P(X)) v)
y, cuando el universo de discurso A esta sobreentendido, la escribiremos asi:
(3x)(P(x)), 0 mas simplemente, 3x P(x).

A las proposiciones que tienen esta forma la llamaremos proposiciones
existenciales.

Otras maneras de leer la proposicion (2) son las siguientes:

a. Paraalgin x en A, P(x). b. Existe un x en A tal que P(x).
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c. P(x), para algin x en A.
(3xeA)(P(x)) es verdadera si y solo si P(x) es verdadera al menos para un x de A.
Esto es,

(3xeA)(P(x)) es verdadera si y sélo si el dominio de verdad de P(x) es no vacio.

EJEMPLO 2 |Simbolizar las siguientes proposiciones y determinar su valor légico.
a. Algunos hombres son genios.

b. Existe un nimero natural mayor que 1.

c. Existe un nimero real cuyo cuadrado es negativo.
Solucion

a. Sea la funcion proposicional G(x): x es un genio con dominio S el conjunto
formado por todos los seres humanos.

La proposicion dada se simboliza asi: ~ (IxeS)(G(x))

Esta proposicion es verdadera.
b. "Existe un nimero natural mayor que 1" se simboliza asi: (IneN)(n > 1)

Esta proposicion es verdadera, ya que 2eN y 2>1

c. "Existe un nimero real cuyo cuadrado es negativo" se simboliza: (Ixe [R)(x2 <0).

Esta proposicion es falsa, ya que el cuadrado de todo nimero real es mayor o
igual a 0.

LAS PROPOSICIONES EXISTENCIALES GENERALIZAN LA
DISYUNCION.

En efecto. Suponemos nuevamente que A es finito. Esto es,
A={aj, ay...,a.}
Tenemos que:
(3xeA)(P(x)) es verdadera <> al menos una: P(ay), P(ay), . . .0 P(a,), es verdadera.
< P(a)v P(a)v ... vP(a,) esverdadera.
Luego,
(BxeA)(P() =P(@a) vP@)Vv ... vP(a,)
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CUANTIFICADOR EXISTENCIAL DE UNICIDAD

Como un caso particular del cuantificador existencial "existe al menos uno"
tenemos el cuantificador: existe un Unico o existe s6lo uno, que es llamado
cuantificador existencial de unicidad, y lo simbolizaremos asi: 3!. La expresion

(3xeA)(P(x)) (3)
se leerd de cualquiera de las siguientes formas:
a. Existe un Gnico x en A tal que P(x). b. Existe un sélo un x en A tal que P(x).
c. Existe uno y s6lo un x en A tal que P(x) d. P(x), para un Gnico x en A.

La proposicion (3) es verdadera si y solo si el dominio de verdad de (A, P(x)) es un
conjunto unitario, esto es, si y s6lo si P(x) es verdadero para un Unico x en A.

EJEMPLO 3| Simbolizar las siguientes proposiciones y determinar su valor légico.
a. Existe un Unico ndmero natural que sumado a 2 da 5.

b. Existe s6lo un nimero real tal que su cuadrado es 4
c. Existe un Gnico nimero real tal que su cuadrado es —4.

Solucién.
a. (3'neN)(2+n=5). Verdadera. S6lo el nmero 3 cumple con 2 + 3 = 5.
b. (3'xeR) (* = 4). Falsa. x=2 y x=-2 cumplen con x* =4

c. (3'xeR) (x2 =-4). Falsa. No existe ningtin nimero real cuyo cuadrado sea —4.

REGLAS DE LA NEGACION DE CUANTIFICADORES

Las dos leyes de De Morgan nos proporcionan las relaciones entre la negacion, la
conjuncién y la disyuncion. Como las proposiciones universales y existenciales son
generalizaciones de la conjuncidn y disyuncion, respectivamente, es de esperar que
las leyes tengan sus respectivas generalizaciones. Efectivamente, asi sucede y a estas
generalizaciones se les conoce con el nombre de teoremas de De Morgan o reglas
de la negacion de cuantificadores. Estos dicen lo siguiente:

L ~[(vx eA)(P(x))] = (3Ix €A)(~P(x))

2. ~[(@x eA)(P(x))] = (¥x eA)(~P(x))

En palabras, estas reglas nos dicen que para negar una proposicion con
cuantificadores se cambia el cuantificador, de universal a existencial o de existencial
a universal, y se niega la proposicion cuantificada.
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Verifiquemos la veracidad de estas reglas. Tomemos la regla 1.

~[(vxeA)(P(x))] esverdadera <> (v¥xeA)(P(x)) es falsa.
<> Paraalgin ade A, P(a) es falsa
<> Paraalgun ade A, ~P(a) es verdadera
< (IxeA)(~P(x)) es verdadera.

Estoes, ~[(vxeA)(P(x))]= (3xeA)(~P(x)), que es lo que afirma la regla 1.
La regla 2 se prueba en forma similar (\Ver el problema propuesto 9).

Para el caso particular en el que el universo del discurso A sea finito, estas reglas se
demuestran a partir de las leyes de De Morgan. En efecto, si los elementos de A son:
aj, ay, . . ., a, entonces

~[(VxeA)(P(X)] = ~[P(a) A P(@) A ... AP(a)]
~P(a) v ~P(a) v...v~P(a,)
(FxeA)(~P(X))

En forma similar se obtiene la segunda regla.

EJEMPLO 4| Usando las reglas de la negacion de cuantificadores, hallar la

negacién de las siguientes proposiciones:
a. (3neN)(n®=n)

b. (VxeR)(x>2 —x*>3)
Solucion

a. ~[(@neN)(n® =n)] = (VneN)(~(n? = n)) = (vneN) (n® = n)

b. ~[(vxeR)(x>2 — x*>3)] = (eR) ~(x>2 —x°>3)
= (IeR) ~(~[x>2]v[x*>3]) (Ley del condi.)
= (IeR)([x > 2] A ~[x* > 3])
=(IxeR)(x>2 A X% < 3)

PRUEBA POR CONTRAEJEMPLO
Para demostrar la falsedad de una proposicion universal,
(vxeA)(P(x)),
se usa el método del contraejemplo.

La primera regla de la negacion de cuantificadores dice que:
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[(VxeA)PX)] = (BxeA)(~P(X)
En consecuencia, probar que  (VxeA)(P(x)) es falsa es equivalente a probar que
(3xeA)(~P(x)) es verdadera. O sea, es equivalente a probar que:
Existe un elemento a de A tal que ~P(a) es verdadera.

Este elemento a recibe el nombre de contraejemplo para la proposicion universal:

(vxeA)(P(x)).
EJEMPLO 5| Probar, con un contraejemplo, que la siguiente proposicion es falsa,
(vxeR)(x < x9).

Solucion
Un contraejemplo para la proposicion anterior es x = 1. En efecto, 1> 12,

. _1
Otro contragjemplo es x = 5 yaque se cumple que

1>1_(1f
24 (2

EJEMPLO 6| El famoso matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665) hizo

. . . ., n
la conjetura de que el la siguiente expresion 22 +1, reemplazando
a n por cualquier nimero natural, proporciona nimeros primos. Es
decir, Fermat conjeturé que

(vneN) 22" 1 1 es primo

Para n=0, 1, 2, 3y 4, la expresion dada nos da siguientes ndmeros: 2, 5, 5, 17,
257 y 65537. No es dificil verificar que, efectivamente, estos nimeros son primos.

Leonardo Euler (1707-1783), famoso matematico suizo, encontr6 que

22 4 1 = 4204967297

puede ser factorizado del modo siguiente:
225 + 1= 4294967297 = (641)(6700417),

Con este resultado, Euler prob6 que la conjetura de Fermat es falsa. Euler habia
encontrado que n =5 es un contraejemplo para la conjetura.
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¢(SABIAS QUE . . .

PIERRE de FERMAT (1601-1665) nacié en Beaumont de
Lomagne, Francia. Tuvo como profesién el derecho y como
pasion, la mateméatica. Es uno de los matematicos mas
distinguidos del siglo XVII. Comparte con René Descartes, la
creacion de la geometria analitica y con Blaise Pacal, la
creacion de las bases de la teoria de probabilidades. Femat
formulé lo que fue el el mas famoso problema no resuelto de
la matemética, €l cual se conoce ahora con el nombre de El
Gltimo teorema de Fermat. En 1637, él asegurd que la
ecuacion:

n
xX"+y'=z' 'n>2

no tiene soluciones enteras no triviales. Esta conjetura
desafio al ingenio matematico por mas de 300 afios. Lo
curioso de la historia es la conjetura la escribi6 en el margen
de un ejemplar del libro Aritmética matematico griego
Diofanto de Alejandria (200-284). Alli aseguré que él tenia
la prueba, pero que no la es escribié por falta de espacio. La
conjetura recién fue probada en 1995 por el matematico
britdnico Andrew Wiles.

LEONARDO EULER (1707-1783) Naci6 en Basilea, Suiza.
Es considerado el matematico méas prolifico de la historia.
Tiene contribuciones notables en ecuaciones diferenciales,
teoria de nimeros, calculo de variaciones, teoria de grafos, ,
etc. Su produccion total consiste en alrededor de 886
trabajos, que recopilados constituirian 80 libros de buen
volumen.

Pierre Fermat

Andrew Wiles

1
-

Leonardo Euler

PROPOSICIONES CON DOS O MAS CUANTIFICADORES

Es comdn encontrar proposiciones con mas de un cuantificador. Asi, la ley
conmutativa y la ley asociativa de la suma de nimeros reales son dos ejemplos
importantes de proposiciones de dos y tres cuantificadores, respectivamente. Estas

dicen:
a. Ley conmutativa: (vxeR)(VyeR)(x+y =y +X).

b. Ley asociativa:  (¥xeR)(vyeR)(VzeR)((x +y) +z=x+ (y + 2)).

En nuestros textos de calculo, el universo del discurso es el conjunto R. Por esta
razon, en estos textos, estas leyes vienen expresadas simplemente ast:

a vVxVvy, x+y=y+x b. VxVyVvz, (x+y)+z=x+(y+2)
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En una proposicion de 2 o mas cuantificadores, el orden en que aparecen es de
capital importancia. El cuantificador de la izquierda considera como una sola
proposicién a lo que queda a su derecha. En otras palabras, los cuantificadores se
leen de izquierda a derecha. Asi, en una funcion proposicional de dos variables
(A, B, P(x, y)) se establece que:

(YxeA)EyeB)(P(x, ¥)) = (VxeA)[ByeB)(P(x, y))],
y en una de tres variables (A, B, C, P(x, Y, 2)):
(VxeA)(3yeB)(VzeC)(P(x, v, 7)) = (vxeA){(ByeB)[(vxeC)(P(x, y, )]}

Al cuantificar una funcién proposicional de dos variables, (A, B, P(x, y)), donde A
es el universo de la variable x y B es el de la variable y, se obtienen las ocho
proposiciones siguientes:

1. (VxeA)(VyeB)(P(x,Y)) 2. (VyeB)(vxeA)(P(x,Y))
3. (VxeA)@yeB)(P(x, Y)) 4. (3yeB)(vxeB)(P(x, Y))
5. (AxeA)(VyeB)(P(x, Y)) 6. (VyeB)(@xeA)(P(x,Y))
7. (AxeA)@yeB)(P(x, Y)) 8. (AyeB)(@AyeA)(P(X, ¥))

Observar que cada proposicién de la derecha se obtiene conmutando los
cuantificadores (con sus respectivas variables) de la correspondiente proposicion de
la izquierda. Nos preguntamos si cada par de estas proposiciones son equivalentes.
La respuesta es afirmativa solo en el caso que los cuantificadores son iguales, es
decir:

(vxeA)(VyeB)(P(x,y)) = (VyeB)(vxeA)(P(x,Y))

y
(3xeA)(3yeB)(P(x, y)) = (ByeA)(3yeB)(P(x, y))

Cuando los dos cuantificadores son distintos, al conmutar los cuantificadores
obtenemos, en general, dos proposiciones diferentes, como lo muestran los dos
ejemplos siguientes.

EJEMPLO 7| Sea (F, H, M(x, y)), donde F es el conjunto de todas las mujeres, H
es el conjunto de los seres humanos, y
M(X, y) : x es madre de y

Las siguientes proposiciones no son equivalentes.

a. (vyeH )(@xeF)(M(x, y)) b. (IxeF)(VyeH)(M(x, y))
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En efecto, teniendo en cuenta que los cuantificadores se leen de izquierda a
derecha, vemos que:

En la proposicion a,

(vyeH)ExeF)(M(x, y)) = (vyeH)[@xeF)M(x, y))],

el primer cuantificador es el universal y el segundo es el existencial. Esta proposicion
nos dice que para todo ser humano y, (3xeF)(M(x, y)). Esto es, para todo ser humano
existe una mujer que es su madre. O sea, en pocas palabras, todo ser humano tiene
una madre. Sin duda, esta proposicidn es verdadera.

En la proposicion b,

(FxeF)(vyeH)(M(x, y)) = BxeF)[(vyeH)(M(x, )],

el primer cuantificador es el existencial y el segundo es el universal. Esta proposicion
dice que existe una mujer, digamos X, tal que (VyeH)(M(x,,y) ). Esto es, existe una
mujer X, tal que x, es madre de todo ser humano. Esto es falso.

EJEMPLO 8| Sea R*= R—{0}. Verificar que las siguientes proposiciones no son
equivalentes:

a. (vxeR*)(IyeR)(xy =1) b. (ByeR)(vxeR*)(xy =1)
Solucién
a. Enlaproposicion (vxeR*)(3yeR)(xy = 1) = (vxeR*)[@yeR )(xy = 1)], el
primer cuantificador es el universal y el segundo es el existencial. Esta
proposicién nos dice que para todo real x = 0, (JyeR)(xy = 1). Esto es, existe un
real y tal que xy=1.
Esta proposicion es verdadera, ya que una vez seleccionado cualquier x # 0,

. a1 . - 1
existeel real y=x ‘= =, élcual satisfacexy =xx*=x= =1.
X

X
El lector debe recordar que esta proposicion es, precisamente, la ley del inverso
multiplicativo de los nimeros reales.

b. En la proposicion  (FyeR)(vxeR*)(xy = 1) = AyeR)[(vxeR")(xy = 1)], el
primer cuantificador es el existencial, el cual nos dice que existe un elemento
particular, digamos b, que cumple

(VxeR*)(xb=1) o, equivalentemente, (Vxe [R*)(x = % .
Esto Gltimo nos esta asegurando que los nimeros reales distinto de cero son
todos iguales al nimero %, lo cual es obviamente falso.

El siguiente ejemplo nos ilustra como negar proposiciones que tienen dos
cuantificadores.
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EJEMPLO 9. | Hallar una proposicion equivalente a la negacién de la proposicién:

(VxeR)@AyeR)(x+y =0)
Solucién

~[(vxeR{(ByeR)(x +y =0)}]
= (@xeR) ~{(@AyeR)x +y =0)}

~[(vxeR)@yeR)(x +y =0)]

= (AxeR)(VyeR) ~(x +y =0)
= (@xeR)(vyeR)(x +y #0).

PROBLEMAS RESUELTOS 3.2

PROBLEMA 1] Simbolizar las proposiciones dadas y determinar su valor l6gico.

a. Todos los nimeros enteros son ndameros reales.

=

Ningln nimero entero es real.

Algunos nimeros enteros son reales.

Q ©

Algunos nimeros enteros no son reales.

Ningun entero par es divisible entre 3.

@

f. Si un entero es par y es un cuadrado perfecto, entonces es
divisible entre 4.

Solucioén
Sean E(n): nes un ndmero entero R(x): x es un nimero real.
P(n): n es par. C(n): n es cuadrado perfecto.
T(n): n es divisible entre 3. D(n): n es divisible entre 4.
a. La proposicion es verdadera y se puede simbolizar de dos formas:
i) (VneZ) R(), i) (vn)(E(n) > R(n))
b. La proposicidn es falsa y se puede simbolizar de dos formas:
i) (VneZ)(~R(n)). i) (vn)(E(n) - ~R(n))

c. Laproposicion es verdadera y se puede simbolizar de dos formas:
i) (@neZ)(R(n)) ii) (@n)(E(n) AR(N))
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d. La proposicion es falsa y se puede simbolizar de dos formas:
i) (AneZ)(~R(n)) i) (3n)(E(n) A ~R(n)).
e. La proposicion es falsa y se simboliza asi:
(VneZ)(P(n) —» ~T(n))
f. La proposicién es verdadera y se simboliza asi:
(VneZ)(P(n) A C(n) — D(n))

| PROBLEMA 2| Negar las siguientes proposiciones:
. OxeR)( +x+1=0)

b. (VxeN)(X #x)

- (@(vY)(xy=1)

- (MIENVE + Y= 2)

Q

o o

Solucién

~[@xeR)(C + x + 1= 0)] = (VxeR)(x* + x + 1 # 0)

b. ~[(vxeN)(C #x)] = @xeN)( = X)

~[@)(vY)(xy = )] = (V) @Ey)(xy = 1)
(M)A + Y =2)] = @(VED +y’ % 2)

i

Q o

| PROBLEMA 3| Sea la proposicion:
Si todas las balas fueron disparadas, entonces algunas balas
dieron en el objetivo.

a. Simbolizar esta proposicion

b. Hallar la proposicion contrarreciproca.
Solucién

Sea B el conjunto formado por las balas disponibles, y sean
D(x): x fue disparada, O(x): x dio en el objetivo.

a. [(vxeB)(D(x)] — [(3xeB)(O(x))]

b. ~[@xeB)(O(x))] — ~[(vxeB)(D(x))] o, equivalentemente,
[(vxeB)(~O(x))] - [(3xeB)(~D(x))].

En el lenguaje usual, esta Ultima proposicién dice: si ninguna bala dio en el
objetivo, entonces algunas balas no fueron disparadas.
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| PROBLEMA 4 | Hallar un contraejemplo para cada una de las proposiciones
siguientes:

a. (VxeR)(x* +x > 15)
b. (vxeR)(¥x <x)

c. (VxeR)(vyeR) («/x2 Ty2 = x4 y)

d. (VxeR)@EneN)(x" > x)

Solucion

a. Contragjemplo: x, = 1. En efecto, tenemos que 12+1 <15

. 1 1
b. Contraejemplo: x, =35 En efecto, tenemos que i/g = % >3

c. Comolanegaciéndec es (IxeR)(AyeR) (\/xz + y2 # X+ y) -
Un contraejemplo para esta proposicion es un par de nimeros reales x, € Yy, que
cumpla con la expresion X2+ y2 #X+Y
Un contragjemplo es x, = 3, Y, = 4. En efecto, Puesto que V32 +4%2 = 5

tenemos que V32 +4%2 £ 3+4 =7,

d. Lanegacionded es (AxeR)(VneN)(x" <x)

Un contraejemplo para la proposicion es x, = 1. En efecto, tenemos
(VneN)1"<1)

| PROBLEMA 5| Probar que las siguientes proposiciones no son equivalentes.

a. (VneN)(@meN)(n <m) b. (AmeN)(VneN)(n <m)
Solucién

a. Laproposicion (VneN)(@3meN)(n <m) es verdadera.
En efecto, dado cualquier natural n, existe el natural m=n+ 1y es tal que
n<n+l=m.
b. La proposicién (3meN)(VneN)(n < m) es falsa.
En efecto, ella dice que existe un natural m, (fijo) tal que
(VneN)(n<my)

Esta Ultima proposicidon asegura que todos los nimeros naturales son menores
que el natural m,. Esto no es cierto, ya que si tomamos n = m,, obtenemos la
contradiccion mgy< m,.
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| PROBLEMA 6| En los textos de calculo aparece la siguiente definicién de limite
de una funcién:

Limf(x)=L siy solosi paratodo &> 0 existe > 0 tal que
X—>a

para todo x en el dominio de f,
sio<|x—al <& entonces !f(x)—L! <¢g

a. Simbolizar esta definicion usando la letra D para representar
el dominio de f.

b. Expresar simbdlicamente que Limf(x)=L
X—>a
Solucion

a. Limf(x)=L < (V&>0)(35>0)(vxeD)(0< |x—-al <5 - [fx)-L| <

X—a

En forma mas sintética, tomando como universo del discurso el dominio D de la
funcion f, esta definicion se simboliza asi:

Limf(x)=L < Ve>035>0 vxeD (0< [x-al <8 > [fx)—L| < o).

X—>a

b. Limf(x) =L

X—a

o ~[(Ve>0)35>0)(vxeD)((0< |x-al <5 - [fx) - L| <&)]
o (3e>0)(Vo>0)(IxeD) ~(0< |x—al <5 - |[fx)-L| <¢)

o (3e>0)(Vo > 0)(AxeD) ~(~[0<|x-al <s]v [lfx)-L| <))
< (3e>0)(Vs>0) (EIXED)([O<|x—a| <51 A~[lfx) -L| <g])
<:>(Elg>0)(v5>0)(EiXGD)(O<|x—a| <& A ) -L] 28).

En forma simplificada:
Limf(x)#L < 3&>0Vs>03xeD (0<[x-al <85 A [f)—- L] =¢).

X—>a

PROPBLEMAS PROPUESTOS 3.2

1. Escribir simbolicamente cada una de las siguientes proposiciones. Para las
proposiciones abiertas correspondientes, usar las notaciones que se sugieren.

a. Todos los hombres son inteligentes. (H(x), 1(x)).

b. Ningln hombre es inteligente. (H(x), 1(x)).
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Algunos hombres son inteligentes. (H(x), 1(x))

a o

. Algunos hombres no son inteligentes. (H(x), 1(x))
Todos los perros tienen cola. (P(x), C(x))
No todo me pertenece. (P(x))

Todo es temporal. (T(x))

> Q@ =+ o

Nada es perfecto. (P(x))
Hay algo bello. (B(x))

j. Algunos estudiantes son puntuales y trabajadores. (E(x), P(x), T(x))
k. No es cierto que todos los caminos conducen a Roma. (C(x), R(x))
I. Todos los invitados han venido. (I(x), V(X))
m. No todo lo que brilla es oro. (B(x), O(x)).
2. Hallar, en el lenguaje usual, la negacion de las siguientes proposiciones:
a. Nada es perfecto b. Todo es temporal
c. Algo falta d. Algo no es correcto

3. Simbolizar las siguientes proposiciones y determinar su valor légico. Usar las
funciones proposicionales siguientes:

P(x): x es un namero primo. Q(x): xesracional.
C(x): xes un complejo I(x): xes irracional.
R(x): xesreal. A(X): X es par.
E(x): X +1=0

a. Todos los nimeros racionales son nimeros reales.

b. Algunos nimeros reales no son racionales.

134

Ningln numero irracional es racional.

d. Ningln nimero primo es par.

e. Algunos nimeros complejos son primos.
f. x*+1=0no tiene raices reales.

4. Usando la notacion sugerida entre paréntesis, simbolizar y hallar la proposicién
contrarreciproca de:

a. Sitodo lo que brilla es oro, entonces el sol es oro (B(x), s).
b. Si todo es rojo, entonces algo es rojo (R(x)).

5. Determinar el valor l6gico de las siguientes proposiciones:
a. (IxeR)(*+1=0) b. (3xeR)(10" = 2)
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c. (VneZ)(2">0) d. (vxeQ)(x* >0)
e. (VxeR)(vyeR)(x* +y*>0)

f. (vxeR)EyeR)( +y <0)

g. (IxeR)(VyeR)(y* +1=x)

h. (AxeR)(FyeR)(FzeR)(2x + 3y = 2)

6. Negar los siguientes enunciados:
a. (Vx)@Ey)(v2)(xyz =2) b. (3X)(vY)(P(x, y) = Q(x, ¥))
7. S! A ={-1, -2, 3_}_ y B=4{4,5, 7}, hallar un contraejemplo para cada una de las
siguientes proposiciones:
a. (VxeB)(x es primo) b. (vxeA)(|x|=x)
c. (VxeA)(VyeB)(y—x<1) d. (VxeA)(dyeB)(-7<xy<0)
8. Las siguientes proposiciones abiertas tienen por universo el conjunto formado por
todos los poligonos.
A(x): x tiene todos sus angulos internos iguales.
R(x): x es un rectangulo.
C(x): xes un cuadrado.
E(x): x es un triangulo equilatero.
L(x): x tiene todos sus lados iguales.
B(x): x es un rombo.
T(x): x es un triangulo
Traducir al leguaje diario las siguientes proposiciones. Dar su valor l6gico.
a. (VX)(C(x) » R(x)) b. (VX)(B(x) A A(X) —» C(x))
c. (I(L(X) A ~C(X)) d. (VX)(C(X) <> A(X) A L(X))
e. (VX)(A(X) = E(x) v C(x)) f. (V)(T(x) = (AKX) <> L(X)))
9. Verificar la veracidad de la segunda regla de la negacion de cuantificadores:
~[(3x eA)(P())] = (Vx €A)(~P(x))
10. Usando las reglas de negacion de cuantificadores, probar que:
a. ~[(vx eA)(~P(x))] = (Ix eA)(P(X))
b. ~[(3x eA)(~P())] = (¥Yx eA)(P(¥))
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11. Negar las siguientes definiciones de limite:

a Limf(x)=L < (Vv &e>0)3N>0)(Vxe D)x>N - |[fx)—L| <&

X—>+00

b. Limf(x)=L < (V &>0)(3N<0)(vxe D)Y(x<N - |[fx)—L]| <&).

c. Limf(x)=+we (VM>0)(3 6>0)(Vxe D)(0<|x—al <5 f(x)>M)
X—>a
d. Limf(x)= -0 < (VM<0)3>0)(VxeD)0<|x—al <5 f(x)<M)

SECCION 3.3
EL METODO AXIOMATOCO

El método axiomatico fue introducido por los griegos hace mas de dos mil afios.
Euclides, en su monumental obra Elementos, hizo uso extensivo de este método para
presentar a la Geometria. Los Elementos fue escrito alrededor del afio 300 A. C. y
domind el pensamiento geométrico, por muchos siglos. Después de la Biblia, es la
obra mas editada y se considera que es el libro que ha tenido mayor influencia en el
pensamiento cientifico.

lista de pocas proposiciones, cuya veracidad las
acepta sin el requisito de una demostracion. Estos
son los postulados o axiomas. Partiendo de estas
pocas proposiciones, logré deducir Idgicamente
(demostré) 465 proposiciones (teoremas), con lo que
logré sistematizar los conocimientos geométricos de
su tiempo (Geometria Euclidiana).

Euclides comenz6 los Elementos presentando una F )
1
¥
¥
|
K

| o s e A i r
El mérito de los Elementos radica, ademas de su contenido matematico, en la
forma axiomatica de su desarrollo.

Actualmente el uso del método axiomatico se ha extendido no sélo a las diferentes
ramas de la matematica, sino también hacia otras ciencias, como la fisica, economia,
etc. En lo que sigue haremos una exposicion breve de los aspectos esenciales de este
método.

En cualquier teoria es absolutamente necesario contar con definiciones precisas de
los conceptos que se usan. Seria ideal que todos los conceptos de la teoria fueran
definidos; pero esto es una misién imposible de lograr. Un concepto se define por
medio de otros, y estos otros por medio de otros mas anteriores. Si continuamos
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definiendo, pronto llegaremos a un circulo vicioso. Esto es lo que les sucede a los
diccionarios en su afan de definir todas las palabras de un idioma. He aqui un
ejemplo tomado del Pequefio Larousse llustrado:

Linea. La extension considerada en la dimensidn de la longitud.

Dimension. Cada una de las tres direcciones en que se mide la extension de un
cuerpo.
Direccion. Linea de movimiento de un cuerpo.

Observamos que después de dos pasos hemos regresado a la palabra inicial que se
queria explicar.
Linea

Direccién Dimensién

Para evitar estos circulos viciosos, se escogen convenientemente algunos conceptos
de la teoria, a los cuales deliberadamente no se los define. Estos conceptos son los
términos primitivos o términos no definidos de la teoria. Los términos primitivos
pueden ser de distinta naturaleza: elementos, conjuntos, relaciones, operaciones, etc.

Todos los otros términos de la teoria son definidos mediante los términos
primitivos, por lo que son llamados términos definidos.

Euclides, en los Elementos, pretendié definir todos
los conceptos geométricos. Este y otros deslices
fueron superados por otro famoso matematico, David
Hilbert (1862-1943) quien construyd exitosamente la
geometria euclidiana plana sobre la base de cinco
términos primitivos, que son los siguientes:

Punto, recta, sobre (un punto sobre una recta),
entre (un punto entre otros dos) y congruencia.

Observe que los tres Gltimos términos son relaciones. David Hilbert

Como un ejemplo de término definido se tiene el concepto de segmento que se
define por medio de los términos primitivos "punto” y "entre™:

Definicion. Dados dos puntos A y B, se llama segmento de A a B al conjunto AB
formado por todos los puntos entre Ay B.

La parte fundamental de una teoria estd conformada por proposiciones que
establecen propiedades de los términos primitivos o definidos. Estas proposiciones
deben demostrarse. Pero no todas las proposiciones pueden demostrarse.
Nuevamente, para evitar circulos viciosos, se escogen algunas proposiciones que,
deliberadamente, son aceptadas sin demostracion. Estas proposiciones son los
axiomas o postulados de la teoria. Para los griegos, y en particular para Euclides,
axioma y postulado tenian significaciones distintas. Para nosotros estas dos palabras
son sinénimas.
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Hilbert construyé la geometria plana sobre la base de 15 axiomas. He aqui uno de
ellos:

Postulado. Existe una y sélo una recta que pasa por cualquier par de puntos
distintos dados.

Las proposiciones que son consecuencias l6gicas de los axiomas son los teoremas
de la teoria. En general, un teorema es una proposicién de la forma H = T. La
proposicién H es la hipétesis y T la tesis. Ademas de la hipotesis y la tesis se
distingue una tercera parte, la demostracion. Se llama asi a la secuencia de
proposiciones que termina con la tesis (conclusidn), donde cada proposicién es una
hipotesis, un axioma, un teorema previo 0 una consecuencia logica de las
proposiciones anteriores.

Un Sistema axiomatico es una teoria desarrollada mediante el método axiomatico.
Es decir, un sistema axiomatico es una teoria desarrollada sobre la base de términos
primitivos y axiomas.

Resumiendo la exposicién anterior tenemos que un sistema axiomatico esta
conformado por:
1. Términos Primitivos 2. Términos Definidos

3. Axiomas o Postulados 4. Teoremas

Ademas de los 4 componentes enumerados hay otra mas que generalmente no se
menciona, que es la Logica. Esta nos proporciona las reglas para demostrar los
teoremas.

A los términos primitivos, por no ser definidos, se los representa por variables. Al
proceder asi, los axiomas se convierten en funciones proposicionales, cuyas
variables representan términos primitivos. Los teoremas, por ser implicaciones de
funciones proposicionales, también son funciones proposicionales.

El célculo proposicional, que fue materia de esta primera parte de nuestro
programa, puede desarrollarse axiomaticamente. Para este caso, generalmente se
escogen como términos primitivos a proposicion, la operacion de negacion y la
operacion de disyuncion.
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BREVE HISTORIA DE LA LOGICA

La nacimiento de la l6gica esta intimamente ligada al nacimiento de la filosofia.
Su evolucidn podemos separarla en dos dos etapas importantes. Logica antigua o

clasica y la l6gica moderna.

ARISTOTELES

ORGANON

En la logica clasica predomina la obra de Aritoteles
(384-322 A. C.) recopilada en el Organon (del griego antiguo

opyavov , “método”, “instrumento”™). Aristdteles define a la

légica como la ciencia que estudia los razonamientos

correctos. La nocion central de su sistema es el silogismo. At e

La logica aristotélica, al igual que la Geometria de Euclis, domino el
desarrollo de su campo por mas de 2000 afios. En el siglo XVIII, el reconocido
filosofo aleman Enmanuel Kant (1724-1804) sostuvo que Aristételes habia
desarrollado la logica a tal perfeccion seria imposible hacerle modificaciones de
importancia.

Kant estaba equivocado. En el siglo XIX, el panorama cambia totalmente.
Comienza una estrecha relacién entre la logica y la matematica. La légica es
desarrollada empleando un leguaje simbdlico como el de la matemética, dando

inicio a la l6gica moderna, l6gica matematica o légica simbélica.

Los pasos claves fueron dados por los matematicos ingleses
George Boole (1815-1864) y Augustus De Morgan (1806-1871).
En 1847, Boole publicd un pequefio panfleto de 82 paginas, The
Mathematical Analysis of Logic. Aqui, Boole presenta en forma
sucinta una estructura algebraica que gobierna las leyes ldgicas.
Esta estructura, que actualmente se llama algebra de Boole, es, en
esencia, el algebra de proposiciones con que hemos ya trabajado.
En 1854, presentd sus ideas detalladas en su notable obra An

Investigaction in the Laws of Though, on which are Founded the

Mathematical Teories of Logic and Probability.

A. De Morgan
Los trabajos de Boole fueron complementadas por las ideas de De Morgan en su

obra Formal Logic o Calculus of Inference, Necesary and Probable.
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Durante varias décadas después de la apariciéon de "The Laws of Thought", los
légicos y algunos matematicos se dedicaron a dar rigor y extender los resultados de
Boole. Destacaron en esta tarea: en USA, Ch. Pierce (1839-1914), E. Huntington
(1874-1952); en ltalia, Giuseppe Peano (1858-1832), quien da el nombre de
Légica Matemética a esta nueva légica; en Alemania, Ernest Schroeder
(1841-1.902) y Gottlob Fregel (1848-1925), quien ya nos habla de nUmeros
cardinales y sostiene que la aritmética es parte de la logica. Todas estas convergen
en la monumental obra Principia Mathematica, de los ingleses Bertrand Russell
(1872-1970) y Alfred Whitehead (1861-1947). Este es un gran libro, tanto en
calidad como en cantidad (2,000 pags.). Aparecio en tres volimenes, en 1910, 1912
y 1913. Con este extraordinario trabajo se da, practicamente, la configuracion

general de la l6gica matematica.

A fines del siglo X1X, cuando la légica matemética estaba en pleno desarrollo, en
la teoria de conjuntos, se descubrieron algunas paradojas, 0 sea proposiciones que
son ciertas y falsas al mismo tiempo. Este hecho hizo tambalear al mundo
matematico y dio lugar a nueva inquietud, que estaba mas alla de los temas propios
de la matemaética, por lo que se dice que es un tema de la metamatematica. Se trata
de determinar si un sistema axiomatico es consistente. Un sistema es consistente si
en él no hay una proposicién p tal que tanto p como ~p son ambos teoremas de
sistema. En este campo, destacd uno de los matematicos mas influyentes del siglo
XX, el aleman David Hilbert (1862-1943) quien probd que la geometria euclidiana

es consistente.

Otro tema importante de la metamatematica es la completitud. Un sistema es
completo si dada cualquier proposicién p en el sistema, 0 p bien ~p es un teorema
del sistema. En 1920, Emil Post (1897-1954) demostr6 que el sistema axiomatico

de la logica de enunciados de Principia Mathematica es completa y consistente.

En 1931, el austriaco Kurt Godel (1906-1978) probd un resultado
extraordinariamente sorprendente y perturbador, que ahora se conoce con el

nombre de Teorema de Goédel.
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El teorema de Godel afirma que ningln sistema axiomatico
de la aritmética elemental (teoria de loa nimeros naturales) es
completo si éste es consistente. En otros términos, en cualquier
sistema axiomatico consistente de la aritmética elemental,

existe al menos una proposicion verdadera sobre ndmeros

naturales que no puede obtenerse como un teorema dentro del

sistema. K. Godel

En el afio 1920 el légico polaco Jan Lukasiewicz

(1878-1956) construy6 una logica trivalente. En esta logica a D | ~p
cada proposicion se le puede asignar tres valores logicos; por

ejemplo, V (verdadero), F (falso) e | (incierto). Las L]0

operaciones veritativas deben definirse combinando estos tres 121172
valores. Asi, la tabla adjunta define la negacion. Aqui hemos 0|1

representando V por 1, F por O e | por 1/2.

En 1960, Lotfi Zadeh, profesor de la universidad de California en Berkeley, sent6
las bases de una nueva légica multivalente, llamada Légica Difusa (Fuzzy Logic).
Zadeh, en esa época estaba investigando sobre el uso del computador para entender
los lenguajes naturales. A las proposiciones, en estos lenguajes, no se les puede
asignar facilmente los valores 00 1; o sea, falso o verdadero, sino ciertos valores
entre estos dos extremos como: puede que no ocurra, puede ocurrir, probablemente
ocurra, etc; a los que se les asigna un valor logico, que es cualquier ndmero real
comprendido entre 0 y 1. Esta nueva l6gica ya tiene aplicaciones tedricas y
practicas. Actualmente, muchos investigadores se estan ocupando de estudiar las
distintas disciplinas cientificas a la luz de la nueva légica. Asi, por ejemplo, ya se
habla de conjuntos difusos, célculo difuso, ecuaciones diferenciales difusas, etc.
También ya se han visto aplicaciones en los sistemas de expertos y otras ramas de la

inteligencia artificial, en la autorregulacion de controles industriales
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GEORG CANTOR
(1845-1918)

GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIPP CANTOR nacié en San
Petersburgo, Rusia. Su padre fue un prospero comerciante y su madre una artista,
ambos de origen judio y nacidos en Dinamarca. En 1856, la familia completa se
mudo a Frankfurt, Alemania.

Georg inicié sus estudios de matemdtica en la Universidad de Zurich y la
Universidad de Berlin. Aqui tuvo como profesores a dos gigantes de la matemdtica,
Karl Theodor Weierstrass (1815-1897) y Leopold Kronecker (1823-1891). Este
ultimo, afios mds tarde, se convirtié en su opositor. En 1869 lo nombraron profesor
de la Universidad de Halle, en donde desarrolld toda su carrera profesional.

Entre 1874 y 1897, Cantor creé la teoria de conjuntos, la cual lo mostré como un
matemadtico creativo de extraordinaria originalidad. Revolucioné la matemidtica con
su teoria sobre el infinito, que es considerada como la mds original y la mds
perturbadora contribucion a la matemdtica en los tiltimos 2500 afios. Sus resultados
fueron tan sorprendentes que algunos de sus contempordneos dudaron de su
veracidad. La falta de reconocimiento inicial a sus investigaciones lo afecto
animicamente, convirtiéndolo en un hombre melancolico, depresivo e irritable.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Cantor nace y muere cuando gobernaban Venezuela Carlos Soublette y Juan
Vicente Gomez, respectivamente. Entre 1859 y 1863, Venezuela sufre la Guerra
Federal. En 1860, Abraham Lincoln es elegido presidente de Estados Unidos. Al afio
siguiente se inicia la Guerra de Secesién, entre el Norte y el Sur, que concluye en
1865. En 1910 acontece la Revolucién Mejicana y en 1917, la Revolucién Rusa. De
1914 hasta 1918, Europa sufrid la Primera Guerra Mundial.
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SECCION 4.1
CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS

Entre las diferentes ramas de la matematica moderna, la teoria de conjuntos ocupa
un lugar especial. Esta teoria aparecié alrededor del afio 1870 en los trabajos de
George Cantor (1845-1918), causando una revolucion en el mundo matematico. La
teoria de conjuntos es el eslabdn entre la l6gica y la matematica.

La teoria de conjuntos se construye a partir de tres conceptos basicos que son:
elemento, conjunto y una relacion "€" que llamaremos relacion de pertenencia.
Esta relacion enlaza los elementos con los conjuntos. Estos tres conceptos, por ser los
primeros, no se pueden definir; sin embargo, daremos una interpretacion intuitiva de
ellos.

Al término conjunto le damos el significado que le da el lenguaje usual, decir
como una coleccion de objetos cualesquiera. Asi, el conjunto formado por los
nameros 1, 2, 3, 4; el conjunto formado por los presidentes de Venezuela; etc.

En general, usaremos letras mindsculas, a, b, ¢, x, y, etc., para representar
elementos; y usaremos letras mayusculas, A, B, C, X, Y, etc., para representar
conjuntos. Si x es un elemento del conjunto A, diremos que X pertenece a Ay lo

simbolizaremos asi: X € A. Su negacion, ~(xeA), se simboliza asi: xgA. Esto es,
xgA, significa x no pertenece a A o, lo que es lo mismo, x no es un elemento de A.

CONJUNTO UNIVERSAL

Se llama conjunto universal, conjunto referencial o universo del discurso, al
conjunto formado por todos los elementos que estan en discusion. A éste,
generalmente se lo denota con la letra U y graficamente se lo representa por un
rectangulo. Cualquier otro conjunto A es representado por una region encerrada,
dentro del rectangulo.

U

A este tipo de gréaficos, que nos ayudan a visualizar conjuntos, se los conoce con el
nombre de diagramas de Venn.

El conjunto universal no es Gnico. Este cambia de acuerdo al tema que tratamos.
Asi, si hablamos de geometria, el conjunto universal es el conjunto formado por
todos los puntos; si hablamos de letras, el conjunto universal es el conjunto formado
por todas las letras del alfabeto. La idea de que el conjunto universal es el conjunto
formado por todos los conjuntos es desechada porque nos lleva a contradicciones.
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(SABIAS QUE...

JOHN VENN (1834-1923) nacio en Hull, Inglaterra. En 1857 se
gradud en matemdticas y en 1857 se ordend como sacerdote. En
1862 ingresé al cuerpo docente de la Universidad de Cambridge,
como profesor de logica y de probabilidades. En su libro, Légica
Simbdlica, Venn hace uso extensivo de figuras geométricas para
explicar las ideas originales de Boole. Estas son las figuras que ahora
se llaman Diagramas de Venn. J. Venn

DETERMINACION DE UN CONJUNTO
Se determina un conjunto de dos maneras: por comprension y por extension.

a. Por extensién. Se enumeran, entre llaves, los elementos del conjunto. El orden
en que se enumeran no importa. Asi, los siguientes conjuntos son determinados
por extensién:

1. A={a,ei,ou} 2. B={1,2,3,8}
b. Por comprension. Se expresa el conjunto como el dominio de verdad de una

funcion proposicional que tiene como dominio un conjunto universal. Asi, si
(U, P(x)) es una funcion proposicional, entonces

A={xeU/ P(x)} (1)

define al conjunto formado por todos los elementos de U que hacen a P(x)
verdadera. Esta manera de definir un conjunto se conoce, en la teoria formal de
conjuntos, como el axioma de especificacion.

Cuando el conjunto universal estd sobreentendido, la expresién anterior se
escribe simplemente asi:
A={x 1/ P(x)}

EJEMPLO1| P={xeR/3neN talque x=2n} es el conjunto de nimeros

naturales pares.

DEFINICION.| Se llama conjunto vacio al conjunto
P={xeU /[ x=x}

Puesto que no existe ningln objeto que sea distinto de si mismo,
el conjunto vacio no tiene elementos.

Podemos definir el conjunto vacio de otras maneras, como
F={xeR/x=x+1} o @={neN/ n<0}
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SUBCONJUNTO
DEFINICION.| Sean Ay B conjuntos. Diremos que A es subconjunto de B o que

A estd incluido en B, y escribiremos A B, si todo elemento de
A es también elemento de B. Esto es, simbdlicamente,

AcB o (Vx)(xeA = xeB)

U
B

O,

A la negacién de A — B la denotaremos asi: A & B.

EJEMPLO2|Si A={1,2,3} y B={1,2,3,4,5} entonces ACByYy BZA

|OBSERVACION | Para dar una prueba directa A < B debemos verificar que se
cumple con la definicion: (Vx )(x e A= x e B).

Para esto, se sigue el siguiente esquema:

Sea x cualquier elemento.
xeA=> ... =>xeB,
Por tanto A C B.

EJEMPLO3|SiA={xeR/ |x-3|<1}y B={xe R/x>1}, probar que

ACB
Solucién

De acuerdo a la definicion, debemos probar que:
(vx)(xe A=xeB).

Para esto, representamos con x un elemento cualquiera y procedemaos:

xeA < [x-3] <1 Definicion del conjunto A
& -1<x-3<1 Propiedad del valor absoluto
& 2<x<4 Sumando 3 a las desigualdades
= 1<X Del paso anterior
< x>1 Del paso anterior
< xeB Definicion del conjunto B.

Luego, por la transitividad de la implicacién, hemos probado que
xeA=>xeB
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Como x es un elemento cualquiera, concluimos que

(vx)(xe A=xeB) y,portanto, ACB.

| TEOREMA 4.1 | Para cualquier conjunto A, & es subconjunto de A. Esto es,

JCA, VA
Demostracion

Debemos verificar que se cumple que (Vx)(xe @ =x e A).

Sea x cualquier elemento. Como & es vacio, la proposicion x € & es siempre
falsa. Por tanto, el condicional x € & — x € A, por tener antecedente falso, siempre
es verdadero. En consecuencia se cumple que

Xed@d=xeA,
y, por tanto, @ cA.

[ TEOREMA 4.2] La inclusién de conjuntos es:
1. Reflexiva: AC A, V A.
2. Transitiva: ACB A BcC =>AcCC.

Demostracion

1. Sea A cualquier conjunto y x cualquier elemento. La propiedad reflexiva de la
implicacion nos dice que: x € A= X € A. Luego, A C A.

2. xeA=>xeB porque ACB
=>xeC porque BC C
Por tanto A C.

IGUALDAD DE CONJUNTOS

Dos conjuntos A y B son iguales, y escribiremos A = B, si ambos tienen
exactamente los mismos elementos. Este resultado se expresa, mediante la relacion
de inclusion, del modo siguiente:

DEFINICION | Sean Ay B dos conjuntos.

A=B < ACB y BCA

Esta definicion también puede expresarse asi:
A=B & (Vx)[(xeA=xeB) A (xeB= xeA)]

O, equivalentemente,

A=B & (Vx)(xeA & xeB)
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[ TEOREMA 4.3] La relacién de inclusion de conjuntos es antisimétrica. Esto es,
AcCcB y BCA= A=B

Demostracion

Esta proposicion es solo una de las dos implicaciones de la definicién de igualdad
de conjuntos.

[ TEOREMA 4.4| La relacién de igualdad de conjuntos es:

Reflexiva: A=A, VA

Simétrica: A=B = B=A

Transitiva: A=B y B=C = A=C.
Demostracion

Estas propiedades de igualdad son consecuencias inmediatas de la definicion de
igualdad y de las propiedades de la inclusién.

DEFINICION.| Diremos que un conjunto A esta incluido propiamente en un

conjunto B o que A es subconjunto propio de B si y sélosi AC B
y A=B.

En otras palabras, A es subconjunto propio de B si y sélo si todo
elemento de A es también elemento de B y existe al menos un
elemento de B que no esta en A.

EJEMPLO 4| A={a, b} esun subconjunto propio de B={a, b, c}.

CONJUNTO POTENCIA
Sea A un conjunto. El conjunto potencia de A es el conjunto g (A)

cuyos elementos son todos los subconjuntos de A. Esto es
pA) ={x/ xc A}
a. Si A=, entonces p(A)={2}.
b. Si A={a}, entonces p(A)={D,{a}}.
c. Si A={ab} entonces p(A) ={ @, {a}.{b}. {ab}}
d. Si A={a,b,c}, entonces

pA={,{a} {b}{c}{ab}{ac} {bcr{abc}}
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|OBSERVACION 1| Cuando los conjuntos son elementos de otros conjuntos se
tiende a confundir el concepto de pertenencia con el de
inclusion. Tener presente que B e A significa que el conjunto
B es un elemento del conjunto A, mientras que B < A
significa que todos los elementos de B también son elementos

de A. Asi, si
A={{a, b}, {c,d}e} B={ab} y Cc={cd}
se tiene que:
1.BeA 2. BZA . ecA 4. {e}C A

5Bep(A). 6.{e}cp(d). 7. Te pA). 8. T p(A)

OBSERVACION 2 | En la expresion g (A) = { XIXcA } dada en la definicién
anterior, no aparece el conjunto universal, de donde se deben
tomar los elementos X . Esta vez, la omisidn no se debe a que
el conjunto universal esta sobreentendido; sino porque tal
conjunto no lo conocemos. La existencia de tal conjunto debe
admitirse mediante un axioma, llamado el axioma de las
potencias. Este conjunto no es el mismo U donde estan los
elementos de A.

[ TEOREMA 4.5] Sean A y B dos conjuntos. Se tiene que
ACB < p(A) Ccp(B).

Demostracion

Comenzamos observando que en este teorema, por ser una doble implicacion, en
realidad hay dos teoremas, que son:

1.ACB = p(A) C @(B). 2. p(A) C p(B) > ACB.

Probemos cada uno de ellos, separadamente.

1. Sea X un conjunto cualquiera.

Xe p(A) > XCA Definicion de g (A)
= XCB Hipotesis: AC B
= Xep(B) Definicion de g (B).

Luego, g (A) < @ (B).

2. Como A e @(A) vy, por hipétesis g (A) < ¢(B), tenemos que A € ¢ (B). Por
tanto, A C B.
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Observando el ejemplo 5 vemos que:
a. Atiene O elementosy @ (A) tiene 1= 2° elementos.
b. Atiene 1 elementosy g (A) tiene 2 = 2! elementos.
c. Atiene 2 elementosy g (A) tiene 4 = 2° elementos.

d. Atiene 3 elementosy @ (A) tiene 8= 2° elementos.

Estos resultados son casos particulares del siguiente teorema, el cual inspira el
nombre de conjunto potencia dada a g (A).

[ TEOREMA 4.6| Si A tiene n elementos, entonces g (A) tiene 2" elementos.

Demostracion
Sea A={ X1, X2, X3, e, Xn }

Paso 1. Tomamos el elemento x;. Este elemento, junto con el vacio, nos dan los dos
primeros elementos de g (A), que son los subconjuntos:

@, {x}

Paso 2. Tomamos el elemento x,. Este elemento, agregado a los elementos de los 2
subconjuntos anteriores, nos dan otros 2, { x, } y { xi, %, }. Estos 2
nuevos Yy los 2 antiguos nos dan los 4 = 2° siguientes subconjuntos de A:

g, {x} {x} {xux}

Paso 3. Tomamos el elemento xs. Este elemento, agregado a los elementos de los 4
subconjuntos anteriores, nos dan los 4 nuevos subconjuntos de A:

{x:s} {xuxs} {xxs} {x % x3}.

Estos 4 nuevos y los 4 antiguos dan los 8 = 2 siguientes subconjuntos de A:

g, {x} {x} {xeh{x}{xx} {xx} {xx x}

El proceso termina con el paso n, en él cual tomamos el Gltimo elemento x, y
obtenemos, al fin de cuentas, 2" subconjuntos de A. Como los elementos de A se
han agotado, estos 2" subconjuntos son todos los subconjuntos de A. Esto es, g (A)
tiene 2" elementos.

LA PARADOJA DE RUSSELL

Bertrand Russell descubrid, en 1901, la siguiente paradoja, que puso en serias
dificultades a la teoria de conjuntos. El problema resulta de Ilamar conjunto a
cualquier coleccidn de objetos.
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Un conjunto B se dice que es ordinario si B ¢ B. Por ejemplo, el conjunto L
formado por todos los libros es un conjunto ordinario, ya que como L no es un libro,
tenemos que L ¢ L. En cambio el conjunto A formado por todas las ideas abstractas
no es ordinario, ya que como A mismo es una idea abstracta, tenemos que A € A.

Consideremos el conjunto O formado por todos los conjuntos ordinarios:
O={X/XeX}

Nos preguntamos si O ordinario o no lo es. Es decir, O € O u O ¢ O. En el
primer caso, si O e O, entonces, por definicién de O, O ¢ O. En el segundo caso, si
O ¢ O, entonces, por definicion de O, O e O. Asi, hemos obtenido la contradiccion:

00 < 0¢O.

Para salvar la dificultad, debemos admitir que O no es un conjunto.

PROBLEMAS RESUELTOS 4.1

PROBLEMA 1| Determinar la verdad o falsedad de las proposiciones:

1. 82 ST 3. @e{@} 4, {@}C{@,{@}}
Solucién

1. Falso, & no tiene elementos.
2. Verdadero, & es subconjunto de todo conjunto A vy, en particular, de A = &.

3. Verdadero, { @ } es un conjunto unitario cuyo anico elemento es &.

4. Verdadero, @ es un elemento de { &, { @ }} v, por tanto, { @ }= { @, { @ }}.

PROBLEMA 2| probarque: AZB < (3x)(xeA AxgB)

Solucion

Teniendo en cuenta la ley del condicional, p — q = ~p v q, en la definicién de
inclusidn tenemos que:

AcB < (Vx)(xeA=xeB)< (Vx)(~(xe A)v (xeB))

Luego, negando ambos lados,

~(AcCB)S~[(Vx)(~(xeA)v(xeB))],
obtenemos que:
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AzB < (Ix)~[~(xeA)v(xeB)]
S () ~~(xeA)a~(xeB)]
< () xeArxeB]

Esto es, AzB < (3Ix)(xeArxgB)

| PROBLEMA 3| SiA={a}, hallar o(p(A))

Solucion
Tenemos que ¢ (A)={ @, {a}} Luego,

plem)={@.{2} {{a}} {2 {a}}}

PROBLEMA 4| Si Atiene n elementos, hallar el nimero de elementos de:

1L p(pA) 2. p(p(p®))
Solucién

Si A tiene n elementos, sabemos que ¢ (A) tiene 2" elementos. Luego,
n
1. p(p(A) tiene 22 elementos.
2n
2. p(p(p@A)) tiene 2% elementos.

| PROBLEMA5| Probarque A=B si

A={xeZ/aAneZ/x=Tn+2}y B={xeZ/3neZ/x=Tn-5}
Solucion

Debemos probar que: 1. AcB vy 2. BCA
1. ACB
xeA= x=7n+2, paraalginn e Z

Pero, x=7n+2=7n+1)-7+2=7n+1)-5 =>xeB
Luego, A C B.

2.BCA
XeB=x=7n-5,paraalginn € Z.

Pero, x=7n-5=7(n-1)+7-5=7n-1)+2 =>x e A.
Luego, B C A
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.1

1. Determinar la verdad o falsedad de las siguientes proposiciones:
a{o}e{{o}} b{o}c{{o}} c{o}={{o}}
d{{o}}e{o{o}}e{d {2} }c{{2{2}}} 1T p©)
9. B p©) h @dcpp@} i2ecp{@}

I p@ e p{p@} k p@cp{@} 1{2}cp®
m.{}cp(A), VA

2. Expresar por extension los siguientes conjuntos:

a. A={xeN /x=n’ nprimoyn<11} b.B={xeZ /x®=x}
c. C={xeZ/3neN/x=3n+1} d D={neN/ndividea36}
e.E={XeQ/X=ﬁ,neN} f.F={xeZ/ | x+1]<3}
+
b+3
.G=qbez/ — =-3
g { <Z/ b+1 }
h. H={xe Q/ x=3n+1/4,neZ, -1<n<2}

3. Expresar, por comprension, los siguientes conjuntos:

a. A={0,510,15,20,..100} b. B={1,4,9,25,16,..144 }
c.c={1,5,9,13,17,21,25} d. D={1,8,27,64,125}

e. E= {33, 53, 743, 93}

4. Sea P el conjunto formado por todos los poligonos, R el conjunto formado por
todos los rectangulos, C el conjunto formado por todos los cuadrilateros y B el
conjunto formado por todos los rombos. El universo del discurso es F, el conjunto
de todas las figuras geométricas. Representar estos cuatro conjuntos en un solo
diagrama de Venn. (Cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas?

a. (Vx)(xeR=xeC) b.RcC

c. (x)(xeC AxeB) d. (Vx)(xeB = xeC)
e. BcC f. (3x)(xeR A xgB)
9. (Vx)(xeB = x¢R) h. (Ix)(xeP A xeR)
i. CcP

5. Dar un ejemplo de conjuntos A, B, C que cumplan:
a.AcB, BzCyAcCC b. AcB,BcCyCcA
c. AZB,BzCyAcC d AcBy (B)c (A
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e. AZB,BCCy @(A)cp(C) f Atalque p(A)=J
6. Si g (A) tiene 512 elementos ;Cuantos elementos tiene A ?

7. Si A tiene 3m elementos, hallar el nimero de elementos de

a @A) b p(p(A) c. p(p(pK))

om+1
8. Si o(@(@(A)) tiene22”  elementos ¢Cuantos elementos tiene ( (A) ?

9. SiA={9n+1/neZ} yB={9n-8/n e Z}, probar que A=B.
10. Probar que la relacidn de inclusion propia es transitiva, pero no es reflexiva.

11. Si AcB, BcC, y CcCA, probarque A=B=C.

SECCION 4.2
UNION E INTERSECCION DE CONJUNTOS

En las siguientes dos secciones estudiaremos las operaciones basicas de conjuntos:
unién, interseccion, diferencia, complemento y diferencia simétrica. Para esto, vamos
a admitir que contamos con un conjunto universal U el cual contiene como
subconjuntos, todos los conjuntos que apareceran en nuestra discusion.

DEFINICION | Sean Ay B dos conjuntos.

1. Launion de Ay B es el conjunto
AUB={xeU/xeA v xeB}

2. La interseccion de Ay B es el conjunto
ANB={xeU/xeA AxeB}

U A B U A B

AUB ANB
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Si A={ab,c}yB={b,cd e} entonces

AUB={ab,cde} y AnB={bc}

DEFINICION| Dos conjuntos Ay B son disjuntos siy sélosi ANB=.
EJEMPLO 2|Los conjuntosA={1,2,3} y B={4,5,8 } son disjuntos.

Como la unién y la intersecciéon de conjuntos se definen mediante la disyuncion y
la conjuncién de proposiciones respectivamente, las propiedades de estas operaciones
veritativas daran lugar a propiedades similares de la union e interseccién. Asi, la
idempotencia, conmutatividad, asociatividad y distributividad de la disyuncion y
conjuncion nos dan los siguientes resultados.

[ TEOREMA 4.7] Launién e interseccion de conjuntos son:
1. Idempotentes: AUA=A y ANA=A VA
2. Conmutativas: AUB=BUA y ANB =BNA, VA VB

3. Asociativas: VA, VB, VC,
AUBUC)=(AUB)UC vy AN(BNC)=(ANB)NC
Demostracion.

1. xeAUA S XxeAvxeASxeA
Luego, AUA = A
xeANA S xeAAxeA oxeA
Luego, ANA = A

2. XeAUB << xeAv xeB << xeBv xeA S xeBUA
Luego, AUB = BUA.

Similarmente, ANB =BNA
3. xeAU(BUC) < xeAvxe(BUC) < xeAv (xeBv xeC(C)
< (xeAvxeB)vxeC << xe(AUB)v xeC
< xe(AUB)UC
Luego, AU(BUC) = (AUB)UC.

Similarmente, AN(BNC) = (ANB)NC.
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|OBSERVACION | La propiedad asociativa de la unién y de la interseccién nos
permite escribir la unién y la interseccion de tres conjuntos
prescindiendo de paréntesis, AUBUC o ANBNC,sin tener
ambiguedad.

[ TEOREMA 4.8] 1. La interseccion es distributiva respecto a la unién:

AN(BUC) = (ANB)U(ANC), VA VB,VC.
2. La union es distributiva respecto a la interseccion:

AUBNC) = (AUB)N(AUC), VA VB,VC.
Demostracion.

1. xeAN(BUC) < xeAAxe(BUC)
< xeAAXeBvixeQ
< (xe AaxeB)v (xe Aax e C)(Ley distributiva 4b.)
< xe(ANB)v xe (ANC)

< xe(ANB)U(ANC)
Luego, AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

2. Se procede como en 1.

PROBLEMAS RESUELTOS 4.2

PROBLEMA 1| Probar, que para todo conjunto B se cumple que:

1. ACAUB 2. ANBcA
Solucién
1. xeA=xeAvxeB Regla de inferencia de la adicion
= xeAUB

Luego, AC AUB

2. XeANB =>xeA A XeB

= xeA Regla de la inferencia de la simplificacion
Luego, ANBCA
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| PROBLEMA 2| Probar que para todo conjunto A se cumple que:
1. AUG=A 2. ANY=0

Solucion

1. Por el problema anterior parte 1, tomando B = J, tenemos:
ACAUY (@)

Por otro lado,
XeAUD = xeA v xed

= xeA Silogismo disyuntivoy x ¢ &
Luego, AUQC A (b)

De(a) y (b) obtenemosque AUY=A.
2. Aplicando la parte 2 del problema 1, tenemos:
AN cC I (©)

Por otro lado, como & esta incluido en todo conjunto,
DCANYD (d)

Luego, de (c) y (d) obtenemosque ANY =.

| PROBLEMA 3| Probarque ANB=A < ACB

Solucion
() xeA< xeA A xeB A=AN B
= XxeB Ley de Simplificacion
Luego, ACB

(<) Por la parte 2 del problema 1 tenemos que:
ANBCA (@)

Por otro lado,
XeAS XeA A XeA

= XeA A XeB ACB

= xeANB
Luego, ACANB (b)

De (a) y (b) concluimos que ANB=A.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.2
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=

w ™

f.

4. Probarque AUB #0 = A0 v B=U

5. Probarque AN(BUC) = (ANB)UC < CcCA

® o o T

Si AUB = A, paratodo conjunto A, probar que B = &.
Probarque AUB=B < ACB
Probar que:

a.

AcB => AUCcBUC
AcB = ANnCcBnNnC

AcCB v
AcCB &
AcCC A
AcC v

AcC
AcC
BcC
BcC

= AcBUC
= AcBNC
= AUBCC
= ANBcC

6. Probarque AUB=ANB < A=B

7. Probarque AN(B;UB,UB3)=(ANBy) U(ANB,) U(ANB,)
8. Probarque AU(B:NB,NBs)=(AUB:) N(AUB,) N (AUB).

9. Probarque ©(A)N o (B) = P (ANB).

10. Probar que g (A) U o (B) < g (AU B) y probar, mediante un contraejemplo,

que no siempre se cumple que @ (AUB) C 0 (A) U ¢ (B).

11. Probarque AcCB = @A) U o (B) = o (AUB)

SECCION 4.3
DIFERENCIA, COMPLEMENTO Y DIFERENCIA
SIMETRICA

DEFINICION| Sean Ay B dos conjuntos

1. La diferencia entre Ay B es el conjunto

A-B={xeAlxeB}
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2. Si B C A, el complemento de B con respecto a A es el conjunto
CAB=A-B

3. El complemento de B, CB, es el complemento de B respecto a U.

CB =CuB
A—B CaB CB

EJEMPLO1] a SiA={1,234,56}y B={24,89} entonces

A-B={1,356}
b. SiA={1,2,3,4,56}y B={24,6}, entonces
CaB={1,35}

c. Siu={1223,4,56,7,89}y B={24,6}, entonces
CB={1,3572829}

TEOREMA 4.9| SiA y B son dos conjuntos cualesquiera, entonces
A-B = ANCB
Demostracion.
xe(A—B) <> xcAAxgB < xeAarxe(B < xeANCB
Luego, A—B=AN(B.

| TEOREMA 4.10] SiAy B son dos conjuntos cualesquiera, entonces
1. AUCA=U, ANCA=O

2. C(CA) =A
3. Cu=w, Co=U

4. AcB < (Bc(CA
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Demostracion

Las tres primeras propiedades son inmediatas y las dejamos como ejercicio para el
lector (ver el problema propuesto 6). Probemos la cuarta.

4. AcB < (Vx)(xeA = xeB)
< (Vx)(xgB = xgA) Contrarreciproco
< (Vx)(xeCB = xeCA)

< CBc CA.

TEOREMAS 4.11| Leyes de De Morgan para Conjuntos.

Si Ay B son conjuntos cualesquiera, entonces

1. C(auB) = CAnCB 2. C(anB) = CAUCB
Demostracion
1. xe C(AUB) < x¢ (AUB) < ~(x e AUB)
S~(xeAvxeB) < xgA AxegB
<xeCAAxelCB e xeCANCB

Luego, C(AUB) = CANCB

2. Se procede como en 1.

DIFERENCIA SIMETRICA
La diferencia simétrica de los conjuntos A y B es el conjunto

AAB=(A-B)U(B-A)

Uu A B

oy

|OBSERVACION| La diferencia simétrica también puede definirse como
AAB={xeU/xeAvxeB}

En efecto, de acuerdo a la Ley de la disyuncién exclusiva:;
XeAv XeB & (xeAaxgB)v(xeBaxgA)
< xe(A—B) v xe (B—A)




120 Capitulo 4. Conjuntos

EJEMPLO2| SiA={1,2,3,4,56}y B={4,5,6,7,89}, entonces

A-B={123} B-A={7,89} vy
AAB=(A-B)UB-A)={1,23,789}

| TEOREMA 4.12 La diferencia simétrica es
1. Conmutativa: AAB = BAA, VA VB.

2. Asociativa: AA(BAC)=(AAB)AC, VA, VB, VC.
Demostracion

1. AAB = (A-B)UB-A=(B-AUMA-B)=BAA

2. Ver el problema resuelto 6.

ALGEBRA DE CONJUNTOS

Hacemos resaltar la estrecha relacion que hay entre el calculo proposicional y la
teoria de conjuntos. El nexo entre estas dos teorias lo establece el axioma de
especificaciéon. Si P(x) y Q(x) son dos funciones proposicionales con dominio un
conjunto U, el axioma de especificacion nos dice que quedan perfectamente
determinados los conjuntos:

A={xeU/PX)} y B={xeU/QX}

Los conectivos l6gicos aplicados a P(x) y Q(x) dan lugar a operaciones en los
conjuntos A y B, como muestra siguiente tabla.

LOGICA CONJUNTOS
P(x) V Q(x) AUB
P(x) A Q(x) ANB

~P(x) CA
P(x) A~ Q(x) A-B
P() V Q(x) AAB
P(x) = Q(xX) ACB
P(x) < Q(x) A=B

La correspondencia entre las operaciones veritativas y las operaciones de
conjuntos, mostrados en la tabla anterior, nos permiten traducir el algebra de
proposiciones, tratado en el capitulo 1, en una nueva algebra, que llamaremos
algebra de conjuntos y cuyas leyes presentamos a continuacion. Mas adelante
veremos que estas dos algebras son dos casos particulares de de una estructura mas
general llamada algebra de Boole.
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LEYES DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS

Leyes Idempotentes
la. AUA=A 1b. ANA=A
Leyes Asociativas
2a. (AUB)UC=AU(BUC) 2b.(ANB)NC=AN(B NC)
Leyes Conmutativas
3a.AUB = BUA 3b. ANB=BNA

Leyes Distributivas

4a.AU(BNC)=(AUB)N(AUC) 4b.AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Leyes de Identidad o de Elemento Neutro

5a. AUZ=A 5b. ANU=A

Leyes de Dominacion
6a. AUU =U 6b. AND=Q

Leyes de Complementacion

7a. AUCA=U 7. ANCA=O
ga. C(CA)=A 8b. Cu=g, C@=U

Leyes de De Morgan
9a. C(AuB)=CANCB 9b. C(AnB)=CAUCB

La mayoria de estas leyes, como las idempotentes, conmutativas, asociativas,
distributivas, algunas de identidad y las de De Morgan, ya ha sido probadas en los
teorema anteriores. Las restantes las dejamos como ejercicio para el lector.

Asi como las leyes del algebra de proposiciones, estas nuevas leyes se pueden usar
para probar otros resultados.

EJEMPLO 3| Probar que la interseccion es distributiva respecto a la diferencia:

ANB-C)=(ANB)—(ANC), VA, VB, VvC
Solucioén.
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Por un lado tenemos que

ANB-C)=AN(BNCC)

Teo. 4.9
= ANBNCC
Por otro lado
(ANB)—(ANC)=(ANB)NC(ANC) Teo. 4.9
=(AnB)N(CAUCC) 9b.

=[(AnB)NCAJU[(ANB)NCC)]  4b.

=[(AnCA)NBJU[ANBNCC] 2b.y 3b.

=[onBJU[ANBNC(CC] 7b.
=gU[ANBNCC] 5b.
=ANBNCC 5a

Luego, AN(B—-C)=(ANB)—(ANC).

|OBSERVACION | La unién no es distributiva respecto a la diferencia. Ver el
problema propuesto 12.

EJEMPLO 4| Usando las leyes del &lgebra de conjuntos, probar que

A-BNC)=(A-B)UA=C)

Solucion
A—-(BNC)=ANCBNC) Teo. 4.9
=ANn(CBUCC) 9.b.
=(AnCB)U(ANCO) 4b.
=(A-B)U(A-C) 4.b.

EJEMPLO 5| Simplificar la siguiente expresion

C(AUB)U[CAN(AUB)]
Solucién

C(AuB)U[CAN(AUB)] =CAUB)U[(CANA)U(CANB)]  4b.
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=C(AUBU[2@U(CANB)] 7b.
=C(AUB) U[CANB)] 5a.
=(CANCB)U[CANB] 9a
=CAn[CBuUB] 4b,
=CANU 7a.
=CA 6b.
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PROBLEMAS RESUELTOS 4.3

PROBLEMA 1| Determinar A, B, C y el conjunto universal U, sabiendo que:

1.CA={1,2,5¢6,8} 2. AUB={2,3,4,579}
3.ANB={9} 4. AUC={3,4,6,7,9}

5.CauBuc)={1,8} 6. ANC={3}
Solucién

Tenemos que:

AUBUC=(AUB)UAUC)={23,4,56,7,9}
Luego,

U=(AUBUC)UCKAUBUC)={1,23,4,5,6,7,89}
A=CCA=C{1,2,56,8}={34,79} @

De (7), 2y 3 obtenemos: B={2,59}

De (7), 4y 6obtenemos: C={3,6}

| PROBLEMA 2| Probarque ACB < (B—A)UA=B

Solucidén

(=) (B-AUA=BNCA)UA Teo. 4.9
=BUA)N(CAUA) 4a.
= (BUA)NU 7a
=BUA 6a.

=B ACB
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(<) Ac(B-AUA Problema resuelto 1, de 4.2

Luego, ACB B-AUA=B

PROBLEMA 3| La diferencia de conjuntos no es asociativa.

a. Probarque (A—B)—C c A—(B-C), VA VB, VvC
b. Con un contraejemplo, probar que la siguiente inclusion es falsa:
A—-(B-C)c (A—B)—C, VA VB, VC

Este resultado nos prueba que la diferencia de conjuntos no es
asociativa. Es decir, en general, se cumple que:

(A-B)—C #A—(B-C)

Solucion

a. (A-B)-Cc =(AnCB)NCC (Teorema 4.9)
=(an(CBNCC) (Ley asociativa de la N)
=AnC@BUC) (De Morgan)

Por otro lado,
A-@B-Cc)=ANC(BNCC)
Ahora,
BNCCcBUC =(C®UC)cC(BNCC)  (Tomando complementos)

= (BNCc)cC(BNCC)  (DeMorgan)
= An(CBNCc) c AnC(BNCC)
= (AnCB)NCc < AnC(BnCC)
= (A-B)-C CA-(B-C)
b.SeaA={a,c}, B={b}y C={c}
(A-B)-C=({ac}{b}) -{c}={ac}{c}={a}
A-B-C)={ac}({b}{cH={acr{b}={ac}

Tenemos que:

A-B-C)={ac}z {a}=(A-B)-C
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PROBLEMA 4| Probar que para todo conjunto A se cumple que

1. AAD =A= TAA 2. AAA=O
Solucién

1. AAD= A-D)UW@-A=AUD=A
TAA = (D-ANUA-D) = DUA =A

2. AAA=(A-AUA-A=QUD=0

| PROBLEMAG5| Probarque AAB = (AUB)—(ANB)

Solucion

Haremos dos pruebas, usando dos métodos distintos.

Prueba 1
AAB= (A-B)UB-A)=(ANCB)U(BNCA) Teo. 4.9
= [(anCB)uBIN[(ANCB)UCA] 4a,
= [(auB)n(CBUB)IN[(AUCAN(CBUCA)] 4a.
= [(pnuB)NU]N[U N(CBUCA)] 7a.
= (AUB)N(CBUCA) 6b.
= (AUB)N(C(ANB) 9b.
= (AUB)=(ANB). Teo. 4.9
Prueba 2

Usamos la equivalencia l6gica (problema resuelto 2, seccién 1.4)

pvg = (pva)A~(pAq)
Bien, tenemos:

xeAAB & (xeA)v(xeB)
S [(xeA)v (xeB)]a[~(xeA)a(xeB)]
< [xe(AUB) ]A[xe(ANB)]
<xe[(AUB)-(ANB)]
Luego, AAB=(AUB)—(AN B)
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PROBLEMA 6| Probar que la diferencia simétrica es asociativa:
(AAB)AC = AABACQ)
Solucion

Aplicando de definicion de A, el teorema 4.9 y las leyes conmutativas,
distributivas y de De Morgan y el problema anterior, se obtiene:

1. AAB)AC={(AAB)-C}{C-(AAB)}
={(raB)nCc}u{(CraB)nc}
={[(anCB)U(BNCA) InCc}u{Cl(ruB)nCAnB)]INC}
={(anCBnCc)u(BnCanCc)}u{[CauBu(anB)InC}
={(anCBnCc)u@BNCANCc) }u{[(CAnCBNC)U(ANBNC)]}
= (AnBnc)u(anCenCc)u(CansnCc)u(CAnCBnc)

Por otro laso, aplicando la conmutativa de la diferencia y el resultado anterior
(a), tenemos que:

2. AABAC)= BAC)AA
= (BncnA)U@BNCcNCAYU(CBNCcNCAU(CBNCCNA)
=(AnBNC)U(ANCBNCC)U(CANBNCC)U(CANCBNC)

De (1) y (2) concluimosque (AAB)AC = AA(BAC).

PROBLEMA 7| Probarque AAB=AAC=B=C

Solucién
AAB=AAC= AA(AAB)=AA(AAC)
= ((AAAAB=(AAA)AC) Asociatividad
=>JAB=JAC Problema 4 parte 2
=B=C. Problema 4 parte 1
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.3

1. Siu={12234,5.6,7829} A={xeU/xespar},
B={xeU/xesprimo } y D={xeU/xnoesdivisorde9 }
Hallar a. C(AUB) b.B—CD c. AAB
d.BA(A-D) e. AAB — AAD f. AABAD
2. Hallar los conjuntos A 'y B sabiendo que:
aU={0,1,234,56,7,89} b.A-B={7,9}
c. CAnCB={6} dAnB={0,528}
3. Hallar los conjuntos A 'y B sabiendo que:
a.U={0,1,234,56,7,89} b. AAB={0,1,58}
c. CAuCB=9{0,1,2,56,7,8} d AnCB={0,8}
4. Hallar los conjuntos A, B, C y U, el conjunto universal, sabiendo que:
a. CA={1,4,7,89} b. CB={2,4,57}
c. Cc={24,728} d AnBnc={0,3,6}
5. Probar las leyes de identidad y de dominacion del élgebra de conjuntos:
a AU =A b. ANU=A
c. AUU=U d ANG=0
6. Probar las leyes de complementacion del algebra de conjuntos:
a. AUCA=U b. ANCA=Q c. C(CA)=A
d.Cu=9 e. Co=U
7. Probar que:
a. AUANB)=A b. AN(AUB)=A
Comparar estos resultados con las leyes de absorcion de la ldgica.
8. Probar que:
a. AcB< AN(CB=Y b.A B < (CAUB=U

9. Usando los resultados del problema anterior, probar que:
a.CAcB < AUB=U b. AcCB< ANB=@

10. Probar que:
[c(CauB)NC(auCB)]U(ANB) =ANB
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11. Probar que:

a.

b.

C.

k.

AUB=C A ANB=Q = A=C-B
AUB=U A ANB=@ = A=(B
(ANCB)UBNCA) =@ < A=B
(AUCB)N(BUCA)=U < A=B
(AUB)N(CAUCB) =T < A=B
(ANB)U(CANCB)=U < A=B
(ANCB)UBNCA)=AUB < ANB=U
(AnCB)U(BN(CC)=@ < AcBcCC
(ANCB)U(BNCA) =B < A=y
SIACD A BCD,entonces A=B <> D—A=D-B
(A—-B)-CcCA—(B-C)

ACB = A—(A-B)=A

12. Probar, mediante un contraejemplo, que la unién no es distributiva respecto a la
diferencia. Es decir, no se cumple que:

AUB-C)=(AUB)—(AUC), VA, VB, VC

13. Usando las leyes del algebra de conjuntos, probar que:

a.
b.

C.

AUB-C)=(AUB)—(C—A)
A—B=A-(ANB)=(AUB)—B

(AUB)-C=(A-C)U(B-C)
(ANB)—C=(A-C)N(B—-C)
(A—B)-C=A—(BUC)
A—(B-C)=(A—B)U(ANC)
(AUB)N(CAUB)N(AUCB)=ANB
(AnB)U(CANB)U(ANCB) =AUB
(AUB)N(BUC)N(CUA) = (ANB)UBNC)U(CNA)



Capitulo 4. Conjuntos 129

14. Usando las leyes del algebra de conjuntos, simplificar:

a. AUB)N(AUCB) b. (ANB)UC(BNCA)
c. C[ANC(BUCA)] d. (AnB)U(CAUCB)
e. (AUB)N(AUCB)N(CAUB)N(CAUCB)
f. (ANB)U(ANCB)U(CANB)U(CANCB)
15. Probar que:
a. AAU=CA=UAA b. AACA=U
c. AAB CAUB d. AAB=AUB < ANB=0Q
e. AABc CAUCB f. AAAAA=A

9. A=B & AAB=U
16. Usando las leyes del algebra de conjuntos, probar que:

a.(AAB)N(ANB)=0 b. AUB=(AAB)U(ANB)

c. ANB =(AUB)-(AAB) d. AAB=CAACB

e. ANB)A(ANC)=(A-B)A(A-C)

f. AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

SECCION 4.4
PRODUCTO CARTESIANO

PARES ORDENADOS

Supongamos que tenemos dos elementos a y b. Si decimos que a este par de
elementos lo podemos ordenar de dos maneras,

ab y ba,

ninguno de nosotros tiene dificultad en comprender lo que queremos decir. Pero
¢Coémo podriamos definir, en forma precisa, el concepto de par ordenado? Una
manera simple de proceder es considerar los siguientes conjuntos:

{{ax{ab}}y {{b}{ab}}
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En el primer conjunto, la inclusion { a }—{ a, b } nos sugiere que a es el primer
elemento y que b es el segundo. Podemos, pues identificar el par ordenado ab con

este conjunto. En el segundo conjunto, la inclusion { b }—{ a, b } nos sugiere que
b es el primer elemento y a el segundo. Por tanto, podemos identificar al par
ordenado ba con este segundo conjunto.

Ahora, al lector no le parecera extrafia la siguiente definicion de par ordenado.

Se llama par ordenado ab al conjunto
(ab)={{a}{ab}}

Los elementos a y b se llaman primera y segunda coordenada
del par ordenado (a, b), respectivamente.

El concepto de par ordenado tiene gran trascendencia. Este permite incorporar la
teoria de las relaciones (relacion con su sentido usual) a la teoria de conjuntos.

La propiedad fundamental de los pares ordenados, la que a veces se usa para definir
par ordenado, es la siguiente

[TEOREMA4.13 (a,b)=(c,d) < a=c A b=d

Demostracion

Ver el problema resuelto 4.

(ab) = (ba) < a=b

EJEMPLO 1| Hallar los nimeros reales x que satisfacen:

0C-3x,x—-2) = (-2, -1)
Solucion

De acuerdo al teorema anterior, tenemos que
0C-3x,x-2) = (-2,-1) & x¥=3x=-2 A x-2=-1

Las soluciones de la primera ecuacion son x = 2 y x = 1, y de la segunda ecuacion,
x = 1. Los x que buscamos deben ser soluciones comunes a ambas ecuaciones, por
tanto x = 1 es el Unico ndmero que hace iguales a ambos pares ordenados.
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PRODUCTO CARTESIANO
El producto cartesiano de los conjuntos A y B es el conjunto

AxB={(ab)/acA A beB}

Al producto A x A lo abreviaremos con A’ Esto es, AP=AxA.

SiA={ab} y B={1,23} entonces
a. AxB={(a 1), (a2),(a3), (b, 1), (b 2),(b3)}
b. BxA={ (1 a), (L b), (2 a), (2 b), (3 a), 3 b}
c. ¥={(aa),(ab), (b a)(bb)}
Observar que A x B = B x A. Esto es,

El producto cartesiano no es conmutativo.

EJEMPLO 3| Si se tiran dos monedas al aire y si usamos la letra ¢ para

representar el resultado de obtener "cara" y la letra s para "sello", el
conjunto formado por todos los posibles resultados de tirar las dos
monedas es:

{(0).(c9) 0. (9}

Si A={c, s }, entonces el conjunto anterior no es otra cosa que el
producto cartesiano A2=AxA.

| OBSERVACION|

Algin lector alerta podria objetar la definicion del producto cartesiano que hemos
dado, ya que el axioma de especificacion requiere que se tenga un conjunto previo al
cual deben pertenecer todos los pares ordenados (a, b). Para responder a esta
objecién encontremos un conjunto previo:

SiacAy beB,entonces{a}yq{a b} sonsubconjuntos de AUB ', por

tanto, son elementos de & (A U B). Pero, entonces, el par
(@ab) ={{a}{ab}}
es un subconjunto de @ (AUB). 'y, por tanto, es un elemento de @ (% (A U B)).
Con este resultado a mano, podemos definir el producto A x B con toda la legalidad
que el axioma de especificacion requiere:

AxB={(ab)ep(p(AUB)/acA AbeB}
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Uno de los productos cartesianos mas importantes es

RE=RxR={(x,y)/xcR AycR}

La razon para su importancia radica en el hecho de que, mediante un sistema de
coordenadas, cada punto del plano puede identificarse con un par ordenado de

numeros reales. De este modo, el plano mismo, puede identificarse como R2. Como
resultado de esta identificacion se tiene que la Geometria Euclideana plana (la
geometria estudiada en la secundaria) puede desarrollarse en términos de pares
ordenados de nimeros reales, dando origen a la Geometria Analitica. El creador de
esta teoria fue René Descartes.

¢(SABIAS QUE . . .

RENE DESCARTES (1596-1650), filésofo y matemitico
francés. Nacié en la Haya. Es considerado el padre de la
filosofia moderna. De él es la famosa frase: "Pienso, luego
existo" (Cogito, ergo sum). René Descartes y Pierre de Fermat
(1601-1665), son considerados como los creadores de la
geometria analitica.

R. Descartes

La identificacién de R con el plano nos permite obtener representaciones graficas
de productos cartesianos de subconjuntos de R.

EJEMPLO 4| a.Sean A={2,3,4}y B={1,2 }. Graficar el producto

AxB={(2,1),(22),3,1),3,2),41) 42}

b. Graficar el producto [2, 5] x [1, 2], donde [2,5] v [1, 2] son los
intervalos cerrados de nimeros reales:

[2,5]={xeR/2<x<5} [1,2]={yeR/1<y<2}

Solucion
a. Y b. v
2 2
1 1
2 3 4 X | 2 3 4 5 X

AxB [2,5] x [1, 2]
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|TEOREMA4.14] 1. AxB=Q@ < A= & v B= &

2. Ax(BUC)=(AxB)U(AxC), VA, VB, vC
3. Ax(BNC)=(AxB)N(AxC), VA VB,VC

4, Ax(B-C)=(AxB)-(AxC), VA VB,VvC
Demostracion

1. Probaremos el contrarreciproco: A= & A B <& AxB=J
AOA B0 < JdJacA A dbeB
< J(@,b)eAxB

< AxBzO

2. (X,y)e Ax(BUC) < xeAAnye(BUC)
< xeAA(yeBvyelC)
< (xeAAyeB)v(xeAAayeC)
< (XY)eAxBv (X,y) e AxC
< (xy)e(AxB)U (AxC)
Luego, Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)

3. Se procede como en 2.

4. x,y)eAx(B-C) <& xeAArye(B-C)
< xeAA(yeB yeC)
< (xeAAxeA)a(yeB AyeC)
& (xeAAyeB)A (xeAAyegeC)
& (X,yY)eAxB A (XY)gAxC
< (XyY)e(AxB-AxC)
Luego, Ax(B-C)=(AxB)-(AxC).

Observar que las propiedades 2, 3 y 4 dicen que el producto cartesiano es
distributivo respecto a la unién, interseccion y diferencia, respectivamente.
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PROBLEMAS RESUELTOS 4.4

| PROBLEMA 1| Probar que
AxC=BxC A C2Q@ = A=B

Solucién
Como C=, 3y talque y € C. Ahora
xeA < (X,y) e AxC

< (x,y)eBxC (AxC=BxC)
< xe B
Luego, A=B.

| PROBLEMA 2| Probar que el producto cartesiano no es asociativo. Esto es,
Ax(BxC)# (AxB)xC, VA, VB, VC.

Solucion
Es suficiente hallar un contraejemplo:
Sean A={0}, B={0}ycCc={1}

Tenemos que

Ax(BxC) ={(0,(01)} y (AxB)xC={(00),1)}
Es evidente que (0, (0, 1)) = ((0, 0), 1)
Luego, Ax(BxC)= (AxB)xC.

Si AcXy BcCY probarque
CXXY(AXB):[(CXA)XY] U[XXCYB]

Solucion
(% Y) € Cxxv(AxB) < (X,y) e XxY A (X,y) € AxB
S y)eXxY A~[(xy) eAxB]
[xeXAyeY]an~[xeAAyeB]
[xeXAyeY] A [xeAv yeB]

R
=
S [(xeX AxeA)ayeY]v [xeX A(yeY A yeB)]
< [xeCxAAayeY]v[xeX ayelyB]

R

(x,y) e CxAxY v (x,y) e Xx(CyB
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< xy) e (CxAxY)U(XxCyB)

Luego, Cxxv (AxB)=[(CxA) xY] U[xxCy 8]

PROBLEMA 4| Probar el teorema 4.13:

(a,b)=(c,d) & a=c A b=d
Solucion

(<) Sia=c A b=d,entonces{a}={c} y{ab}={cd } Luego
@b ={{a}{ab}}={{c}{cd}}=(d
(=) Si(ab)=(c,d),entonces{{a},{ab}}={{c} {cd}}
Tenemos dos posibilidades:
1.{a}={c}r{ab}={cd} o6 2{a}={c,d}r{ab}={c}
Supongamos que se cumple 1.
De{a}={c}, obtenemosquea=c
De{ab}={c d} comoa=c, obtenemosqueb =d.
Luego,a=c A b=d.
Ahora supongamos que se cumple 2.
De{a}={c, d} obtenemosque a=c A a=d.
De{ab}={c} obtenemosquea=c A b=c.

Luego,a=b=c =d vy, en particular, a=c A b=d.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.4

1. Probar que:
a. AcB = AxC cBxC
b. AcB = CxAcCCxB
c. AcBACCcD= AxC cBxD
d AxCcBxC AC#0 = ACB
e. SiIAxB=J,entonces AxBCCxD < AcCC A BcD.
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2. Probar que:
a. AxA=BxB < A=B.

b. AxB=BxA < A=Bv A=Q@ v B=0
c. (ANC)x(BND)=(AxB)N(CxD).

3. Si A={@} hallar @ (AxA).

SECCION 4.5
OPERACIONES GENERALIZADAS

Las operaciones de union, interseccion y producto cartesiano han sido definidas
para dos de conjuntos. En esta seccion extendemos estas nociones a familias de
conjuntos.

Consideremos una familia finita de conjuntos {Al, A AL }

Aqui, cada miembro A; de la familia es identificado por un indice i. Al conjunto
formado por todos los indices, 1={1,2,...,n}

lo llamaremos conjunto de indices de la familia, y de { AL A, ..., An} diremos
que es una familia indexada de conjuntos, y la denotaremos por

{Ai}iei
EJEMPLO 1| Sea la familia indexada { Aj }ic), donde 1={1,2,3,4} y
Ai={xeN/i-1<x<i+2}

Determinar por extension cada miembro de esta familia.
Solucién

A={xeN/1-1<x<1+2}={xeN/0<x<3}={0,1,273}

A

A={xeN/2-1<x

IA

2+2}={xeN/1<x<4}={1234}

As={xeN/3-1<x<3+2}={xeN/2<x<5}={234,5}

A

Ar={xeN/l4-1<x<4+2}={xeN/3<x<6}={3,456}

A

EJEMPLO 2| Sea la familia indexada { Bj }jes, J={2,3,4,5,6 }y

Bi={xe N/ 49<x<61 A xesmultiplodej }
Determinar por extension cada miembro de esta familia.
Solucion
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Bo={xe N/ 49<x<61 A xesmiltiplode 2} = {50, 52, 54, 56, 58, 60 }
Bs={xe N/ 49<x<61 A xesmiltiplode3}={51,54 57,60}
B,={xe N/ 49<x<61 n xesmultiplode 4 } = {52, 56,60 }
Bs={xe N/ 49<x<61 A xesmultiplode 5 } = { 50, 55, 60 }

Bs={xe N/ 49<x<61 A xesmultiplode 6 } ={54,60 }

Las familias de conjuntos dadas en los dos ejemplos anteriores son familias finitas,
Esto es, las familias tienen un ndmero finito de miembros. Podemos considerar
también familias infinitas. AUn més, podemos considerar familias cuyo conjunto de
indices no es un conjunto de nimeros.

EJEMPLO 3| Sia cada nimero natural n le asignamos el conjunto
Co={xeZl -n<x<n},

entonces obtenemos la familia

{ Cn }neN,

que es una familia infinita cuyo conjunto de indices es el conjunto N.

Algunos miembros de esta familia son los siguientes conjuntos:
C0={O}! Cl:{_l,o,l}, C2={_21_1101112}1
C;={-3,-2-10,1,23} C,={-4,-3-2,-101,223,4}

Consideremos el conjunto X = { a, b, ¢, d, e } y la siguiente
familia de subconjuntos de X :
{{ay{b}{cr{d}{e}} 1)

Si a cada elemento x € X le asignamos el conjunto unitario

D.=9{ x }, entonces la familia (1) anterior queda expresada como
la familia indexada,
{ Dx }XeX

En este caso, el conjunto de indices es el conjunto X, que es un
conjunto finito cuyos elementos no son ndmeros.

Ahora vamos a definir la unién e interseccién de una familia indexada de
conjuntos. Para guiarnos, analicemos primero el caso simple de una familia de tres

conjuntos { Ay, Ay, As }, indexadapor 1={1,2,3}
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Sabemos que la unién A; U A, U As estd formada por los elementos que pertenecen
a alguno de los tres conjuntos. Esto es,

Xe AAUAUA; & XeAl v XeA, v Xe s
O bien,
xeAUAUA; < Jiel={1,223} talque x € A; 1)

Anédlogamente, la interseccion A; N A, N Az estd formada por los elementos que
pertenecen a los tres conjuntos. Esto es,
Xxe AiINANA; & XeAl A XeA, A XeA;
O bien,
xe AINANA; <& Viel={123} xeAj (2)
Las expresiones (1) y (2) anteriores nos sugieren la siguiente definicion,

DEFINICION| Sea{Aj }ic1 una familia indexada de conjuntos,

1. Launidn de esta familia es el conjunto
UA ={xeU/3ieltalquexeAi}

icl
2. Lainterseccion de esta familia es el conjunto
NA={xeulviel,xeA}

iel

U U

UA NA

iel iel

NOTACION| Si el conjunto de indiceses I={n,n+1,n+2,..., m}, también

se acostumbra denotar la union e interseccion, respectivamente, por

UA v A

i=n i

EJEMPLO 5| Sealafamilia { Aj }ici,donde1={1,2,3,4} vy
Al:{21517}1 AZ:{1121719}1 A3:{0121417}1
A,={1,25,809}

L3

se tiene que:
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4
UA=UA = AUAUAUA, ={0,1,2,4,5,7,8,9}

iel i=1

NA= (41Ai = ANANANA={2}

iel i=1

EJEMPLO 6| Si{ Bj}jcs es la familia del ejemplo 2, donde J={2,3,4,5,6 } y
Bj={xe N/ 49<x<61 A xesmlltiplodej }
entonces

6
UB;j = U Bj=B,UBsUB, UBsUBs ={ 50, 51,52, 54, 55, 57, 58, 60 }
jel i=2

6
NBj= () Bj =B:NBsN BN BsN By = {60}
jel j=2

EJEMPLO 7| Si { C, }un es la familia del ejemplo 3, donde el conjunto de
indices es el conjunto de nimeros naturales N, vy

Co={xeZ | n<x<n},
entonces

GCn:{...—3,—2,—1,0,1,2,3,,,,}:Z y ﬁCn :{0}
n=0 n=0

EJEMPLO 8| Si{ Dy }x es la familia del ejemplo 4, donde el conjunto de

indiceses X={ a, b, c, d, e }, entonces

U Dy ={a}u{bju{c}u{d}u{e}=x

xeX

N Dy ={a}yn{b}n{cin{d}in{e}=0

xeX

[TEOREMA 4.15] Sea { A }ici una familia indexada de conjuntos. Entonces

1. ACUA, Vkel 2. NACA, kel

iel iel

3. C(UA)=n(ca) 4 C(nAa)=u(CA)

iel iel iel iel
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Demostracion

1. Acesuno de los miembros de la familia, Luego, se tiene que Ay < |J A
iel

2. xe(NA © xeAi,Viel =>xeA Luego, A C A

iel iel

3. xeC(UA) e xeUA © ~(xeUA) o ~(TiecltalquexeA)

icl icl iel
S VielxeAj © Viel,xe CAl © xe N (CAi)
iel

Luego, C(UlA ) =N (CA)
ie iel
4. Similara 3.

PARTICION

Un concepto importante que aparecera mas adelante y que tiene que ver con la idea
de familia de conjuntos es el de particion de un conjunto.

DEFINICION | Sea X un conjunto y { Aj }ic| una familia de subconjuntos de X.

{ Ai }ic1 es una particion de X si y solo si

1L A =9 Viel
2. AiNAj=0, Viely Vjel talesque i# j.
3. x= UA
iel
Cada subconjunto A;j es una celda o un bloque de la particion.

En términos simples, una particion de X es una familia de subconjuntos no vacios
de X que son disjuntos dos a dos y cuya unidn es todo X. Si a X lo pensamos como
una torta de cumpleafios, entonces una particién de X estd constituida por la
coleccion de todas las porciones individuales en que se ha cortado la torta. En efecto,
cada porcién es no vacia, dos porciones distintas son disjuntas y si unimos todas las
porciones obtenemos la torta completa.
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six={abcdefgh A={ab}A={ceg}y

As={d, f}, entonces la familia

{Al ’ AZ ’ A3}
es una particioén de X.

Consideremos los siguientes subconjuntos de Z:
Bo={xeZ/x=5k kez} = { ..-15-10,-5,0,5,10,15, ...
Bi={xeZ/x=5k+1,kezZ}={...-14,-9,-4,1,6,11,16, ...
B,={xeZ/x=5k+2,kez}={...-13,-8,-3,2,7,12,17, ...

Bi={xeZ/x=5+3,keZ}={...-12,-7,-2,3,8,13,18, ...

«— Y

Bi={xeZ/x=5k+4,kezZ}=9...-11,-6,-1,4,9,14,19, ...

La familia { Bo, B, By, Bs, B4 } €s una particion de Z.

EJEMPLO 11| La familia { (o }nez , donde C;, es el intervalo de nimeros reales:
Ch=[nn+1)={xeR/ n<x<n+1}

es una particion de R.

PRODUCTO CARTESIANO DE UN NUMERO FINITO DE
CONJUNTOS
Sean A, By C tres conjuntos. El producto cartesiano de A,By C es
AxBxC=(AxB)xC
Los elementos de A x B x C son pares ordenados de la forma:
((a b),c),dondea c A, beB,ceC,

a los que los denotaremos simplemente como (a, b, ¢) y los llamaremos triadas
ordenadas.

Si los tres conjuntos son iguales, en lugar de A x A x A escribiremos A%, Esto es

ﬁ=AxAxA
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Un ejemplo muy importante de este caso es
RE=RxRx R={(x,y,2) /%y, ze R}

Este conjunto, provisto de una estructura adicional, sirve como modelo para el
"espacio tridimensional".

EJEMPLO 12| SiA={a b}, B={a g} C={1, 2} entonces

AxBxC=
{ (a, a, 1)7 (a, a, 2)1 (av ﬂi 1)7 (a, ﬂi 2)1 (b1 a, 1)7 (b, a, 2)7 (bv ﬂi 1)7 (b, ﬂ1 2) }

El producto cartesiano de los cuatro conjuntos A, B, C y D lo definimos como

AxBxCxD=(AxBxC)xD,

y a sus elementos ((a, b, c), d) los denotaremos como (a, b, c, d) y los llamaremos
cuadruples ordenadas.

PROBLEMAS RESUELTOS 4.5

PROBLEMA 1| Sean naturaly A,=9{ x e N /xesmdltiplo de n }. Hallar:

7
a. AsNAg b. A;UAg c. NA,

n=2

d U A, e. UA, f.N

n=0 n=5 n=0

Solucion

a. Los elementos de A;N Ag son los nimeros naturales que son, a la vez, maltiplos

de 4 y de 6. Luego, estos son los multiplos de minimo comdn multiplo de 4y 6,
que es 12, En consecuencia: A, As = A,

b. Tenemos que A,={0,4,8,12,16,20,24,...} y A;={0,6,12,18,24,..}
Luego, A,UA;={0,4,86,8,12,16,18,20,24,...}.

7
c. [) A, eselconjunto de nimeros naturales que son, a la vez, miltiplos de 2, 3,
n=2
4,5,6,y 7. Luego, estos son los multiplos de su minimo comun mdaltiplo, que
es, 420. Esto es,

7
ﬂ Ay = A,

n=2
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o0
d. | A, eselconjuntode nimeros naturales que son multiplos de algtn nimero

n=0
natural. Como todo nimero natural es siempre multiplo de algun otro, tenemos:

GAn:N'
n=0

o0
e. U A, es el conjunto de nimeros naturales que son maltiplos de algdn
n=5
nGmero natural n > 5. Luego,

fjAn:{o,5,6,7,8,.._}:N—{1,2,3,4}

n=5

f. ﬁ A, es el conjunto de nimeros naturales que son, a la vez, multiplos de
n=0
todos los ndmeros naturales. Como, ¥ n, 0 = 0n, 0 es multiplo de todos los
naturales. Aln mas, 0 es el Unico que tiene esta propiedad. Luego,

N A ={0}
n=0

| PROBLEMA 2| Sea n un niimero natural tal que n > 1y sea C, el intervalo
cerrado de nimeros reales [0, 1/n]. Es decir, C, = [0, 1/n].

Hallar:
0 0
a. JCn b. N Cn
n=1 n=1

Solucion

a. Como paratodo n > 1 se cumple que C, =10, 1/n] [0, 1] = C4, entonces
JCn =C;=10,1]
n=1

b. Setieneque 0 e C,, n >1. Ademas 0 es el Gnico elemento que cumple con esta
propiedad. En efecto, para cualquier nimero real x > 0 existe un natural n > 1 tal
que 1/n <x. En consecuencia,

ﬁlcn={o}

| PROBLEMA 3| Sea B un conjuntoy { Aj }ici una familia de conjuntos. Probar:
LBU(NA)=NEBUA) 2BN(UA)=U(BNA)

iel iel iel iel

Solucién
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1. xe BU(NA) © xeBv xeNA
il il
< xeBv (xeA,Viel)
< (xe Bv xeAj),Viel

< (xeBUAj),Viel

< xeN(BUA)
iel
Luego, BU(_ﬂIAi )= ﬂI(BUAi)

2. Similara 1.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.5

1. SiA={abxy}A={bxy} As={b,y,z} A ={Db,y x z} hallar:

4 4 4 4
a UA b NA ¢ UA d NA
i=1 i=1 i=2 i=2

2. SiP,={nn+1,n+2,...,2n} hallar:

3.Si Xo =[L,1+1n] y 1={25,6,7} hallar:

o0
a U X, b. N X, ¢ UX, d. N X,
n=1

nel nel

4. SiYy,=[1,1+1n) y 1={2,56,7}, hallar:

0
a. yv, b. N Y, c. UY, dNY,
=1

nel nel

5. Si B,={x e R/ x<n,donde n es un ndmero natural }, hallar:

20 20 0 ®
a. B, b. N B, c. UB, d. N B,
=1 =1 n=0 n=1
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6. SiM, ={x e N/ xesmdltiploden } y P el conjunto nimeros primos, hallar:

8
a UM, b. M, c. UM, d N M,

n=1 n=1 neP neP

7. Si{Ai}ici v {Bi }ici son dos familias de conjuntos, indexada por el mismo
conjunto I, y se cumple que Aj — B;j, Vi € I, probar que:

a UAc UB; b.NAC B

iel iel iel iel
8. Sea {Ai }i < 1 una familia indexada de conjuntos . Si J C I, probar que:
a UAC UA b. VA< NA

iel iel iel iel

9. Si{Ai}ic1y {Bj}jes sondos familias indexadas de conjuntos, probar que:

* [Yalnlue]= U [Ane]
> [nalulne]= N [Ave]

10. Sea { Aj }i < 1 una familia indexada de conjuntos, probar que:

a N P@)=P(NA) b U p@A)cp(UA)

iel iel iel iel

11. SiX={a,b,c,d, e f }. ¢Cudles de las siguientes familias de subconjuntos de
X constituyen particiones de X ?

a{{bd} {abc}h{cf}} b.{{b,d}, {ae} {cf}}
c.{{ae} {bd}{ch{bf}} o {x}

12. Hallar todas las particiones del conjunto X ={ a, b, ¢ }.

13. Si{Ai}ici esunaparticionde X y { Bj }jes es una particion de Y, probar
que { Aix Bj }(i.j) < 1x €s una particion de X x Y.

14. Probar que en las triadas ordenadas se cumple que:
(ab,c)=(x,y,2) & a=x A b=y A c=1z
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SECCION 4.6
REPRESENTACION COMPUTACIONAL DE
CONJUNTOS

Veamos como se enfoca es estudio de los conjuntos a través de la computacion.

Los conjuntos que consideraremos seran todos subconjuntos de un conjunto finito
U, el cual sera nuestro conjunto referencial. Supongamos U tiene n elementos y que
estos estén ordenados de algin modo. Digamos, por ejemplo, que

U:{X11X21'--!Xn}l
donde los elementos de U estan ordenados de acuerdo a sus subindices.

En la légica proposicional se toma a 0 y 1 como los posibles valores l6gicos de las
proposiciones. En computacion, estos valores tienen ya un nombre muy conocido:
bits. Con estos dos elementos formamos el conjunto X = {0, 1} y, con éste, el
producto cartesiano

XT=X xX x...xX

n

Los elementos de X" son n-uplas ordenadas:
V:(al! a2| LR 1an )l

donde cada entrada a; es un bit: 0 6 1. A estas n-uplas ordenadas, o cadenas de n bits,
las Ilamaremos vectores binarios.

La idea es hacer corresponder a cada subconjunto de U un Gnico vector binario, de
tal modo que obtengamos una correspondencia biunivoca de ¢ (U) en el producto

cartesiano X" . Esta correspondencia biunivoca nos permite traducir, entre otras
cosas, las operaciones entre conjuntos en operaciones entre vectores binarios y
viceversa. Veamos esta correspondencia.

Sea A un subconjunto de U = { Xy X2y ov oy xn} y sea V, el vector binario que
representa a A. Tomemos el primer elemento x; de U. Si x; es el elemento de A, 0
sea si el valor logico de x; € A es 1, entonces colocamos 1 como primera componente
del vector V,. En cambio, si x; no es elemento de A, o sea si el valor 1dgico de x; € A
es 0, colocamos 0 como primera componente de V. En forma similar se procede con
cada uno de los elementos de U. En resumen:

SiAe p(U),oseasi Ac U, al conjunto A le corresponde el vector binario

{ 1, sixeA
Va=(ay, @, ..., a,), donde g = .
0, si xpeA

Asi, tenemos que:
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1. Al conjunto & le corresponde el vector binario vV =(0,0,0,...,0)

2. Alconjunto A={x;} le corresponde el vector Va= (1,0,0,...,0)

3. Al conjunto B ={x, } le corresponde el vector V= (0,1,0,0,..0)

4. Alconjunto C={x,} lecorresponde el vector Ve=(0,0,0,0,..,0,1)
5. Al conjunto D = { x4, X, } le corresponde el vector ~ Vp = (1, 1, 0,0, ...,0)

6. Al conjunto F ={ x;, X, X3 } le corresponde el vector Ve= (1,1,1,0,...,0)
7. Al conjunto U le corresponde el vector binario Vu=(,1,...,1).

EJEMPLO 1| Seael conjunto U=1{a, b, c, d, e, f }, donde a sus elementos les

damos el orden alfabético.

a. Hallar el vector binario que corresponde al conjunto A= {b, c, f }
b. ¢A qué conjunto representa el vector V=(1,0, 1, 1,0, 1)?
Solucién
a. Elvector correspondientea A={b,c,f }esVa=(0,1,1,0,0,1)
b. El conjunto correspondienteaVV=(1,0,1,1,0,1)esB={a,c,d,f}.

OPERACIONES Y VECTORES BINARIOS

Las distintas operaciones de conjuntos se efectlan mediante operaciones de
vectores binarios del modo siguiente:

Sean Ay B dos subconjuntos de U y sean
VA=(a11a21"'lan) y VB:(b11b21---|bn)|

sus vectores binarios correspondientes. Entonces el vector binario de:

1. AUB es Vu = (max {ay, b}, max {a,, by}, ..., max {a,, b,)
2. ANB es Vag=(min{a;, by}, min{a, by}, ..., min{a, b,})

3. CA es Vea=(1-apl-a,...,1-a,)
4. A-B es Vag=(min{a, 1-b;}, min{a, 1-hs}, ..., min{a, 1-b.})
5. AAB es Vae=(lai—bil, laz=byl, ..., la,=b,])

Las igualdades anteriores se entienden claramente si nos acordamos que la unién,
la interseccion, el complemento y la diferencia simétrica de conjuntos corresponden a
la disyuncion, conjuncién, negacion y disyuncion exclusiva de proposiciones y que:
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1. VLp v ) =max{VL({p), VL@}  2.VL(p~q)=min{VL(p), VL(@)}

3.VL(_p) = 1-VL(p) 4. VL(pva) = | VL(p)- VL@ |

EJEMPLO 2| Sea U={a,b,c,d,ef}. Si

Va=(1,0,0,1,0,1) v Vg=(0,1,0,1,0,1), Hallar:
1. Vays ¥y AUB 2.Vane Y ANB

3.Vea v CA 4. Vo_g Yy A-B

5 Vams ¥ AAB
Solucion

Tenemos que VAo=(1,0,0,1,0,1) y Vg=(0,1,0,1,0,1). Entonces,
1. Vays = (max{1, 0}, max{0, 1}, max{0, 1}, max{1, 1}, max{0, 0}, max{1, 1})
=(1,1,1,1,0,1).
Luego, AUB={a,b,d,f}

2. Vane = (min{1, 0}, min{0, 1}, min{0, 0}, min{1, 1}, min{0, 0}, min{1, 1})
=(0,0,0,1,0,1)
Luego, ANB={d,f}.

3. Vea =(1-1,1-0,1-0,1-1,1-0,1-1)=(0,1,1,0,1, 0).
Luego, CA={b,c,e}
4. Va_g = (min{1, 1 -0}, min{0, 1 -1}, min{0, 1 - 0}, min{1, 1 -1},
min{0, 1 -0}, min{1,1-1}) =(1,0,0,0,0,0)
Luego, A-B={a}

5 Vaes=(l1-0],l0-1], o-0], [1-1], lo-0],[1-1])
=(1,1,0,0,0,0)
Luego, AAB={ab}.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.6

1. Sea U={1,23,4,5,6,7,8} conelorden usual.
a. Hallar el vector binario correspondiente a cada uno de los siguientes conjuntos:

i. i.A={248} iii. B={1,3,4,7,8}
iv. C={2,46,8} v.D={5,6,7,8} vi. E={1,2,3,4}

b. Usando los vectores binarios hallados en la parte a, hallar:
i. C i. CA iii. AUB iv. ANB
v. E-B vi. BAE vii. BNC(AND) viii. AU(BAD)
2. En el siguiente diagrama de vectores binarios, las flechas que llevan el mismo
namero indican que se han operado los vectores donde las felchas se inician,

dando como resultado el vector donde las flechas terminan. Determinar las
operaciones de conjunto correspondiente a cada caso.

L
(010111 ]2 [100100]->[010010]

\ 4 5 5
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BREVE HISTORIA DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

La teoria de conjuntos ocupa un lugar privilegiado en las ramas de la matematica
debido a que todas estas otras necesitan, para su formulacion, las herramientas
desarrolladas en la teoria de conjuntos.

GEORG CANTOR (1845-1918) es considerado el
fundador de la teoria de conjuntos, vista ésta como una w
disciplina de la matematica. La teoria naci6 como

resultado de sus investigaciones acerca de ciertos tipos de

conjuntos infinitos de ndmeros reales.

En 1874, Cantor public6 un sorprendente trabajo, en el que demuestra, entre
otras cosas, que a pesar de que el conjunto de nimeros naturales es un subconjunto
propio del conjunto de nUmeros racionales, ambos conjuntos tienen el mismo
naimero de elementos. Demuestra también que el nimero de elementos del conjunto
de nimeros reales es mayor que el ndmero de elementos del conjunto de ndmeros
naturales. Pero, siendo conjuntos infinitos, esto significa que existe mas de una
categoria de infinitos. En efecto, él descubre que existen infinitos infinitos y, aln
mas sorprendente, construye una aritmética de infinitos que se comporta de una
manera similar a la aritmética de los nimeros naturales.

Inicialmente, la publicacion de la investigacion fue rechazada, a instancias de un
arbitro, Leopold Kronecker (Aleméan, 1823-1891). Felizmente, gracias a los buenos
oficios de Richard Dedekind (Aleméan, 1813-1916) el trabajo sali6 de la imprenta
con el nombre de "Sobre una Propiedad Caracteristica de los Nimeros Algebraicos
Reales"

El aspecto revolucionario de la teoria descansaba en el hecho de tratar a los
conjuntos infinitos como objetos matematicos, en la forma como son tratados los
conjuntos finitos. Gran parte del mundo matematico, desde la antigiiedad, habia
rechazado este punto de vista. Por esta razén, el trabajo de Cantor fue foco de
fuertes criticas. Esta actitud comienza a cambiar alrededor del afio 1890. En 1900,
la teoria de conjuntos fue reconocida como una rama legitima de la matematica. Sin
embargo, por estos mismos afios la teoria sufre un fuerte golpe, cuando se

descubren paradojas (proposiciones que son ciertas y falsas al mismo tiempo),
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como la de Burali-Forti (1897) y la de B. Russell. (1901). Por esta razén, se sintié
la imperiosa necesidad de reconstruir la teoria sobre bases solidas, mediante el
método axiomatico. En 1908, Ernest Zermelo (Aleman, 1871-1953) presentd la
primera formulacion axiomatica, la cual fue complementada en 1822 por Adolf
Fraenkel (Aleman, 1891-1965) y T. A. Skolem (Noruego, 1906-1978). A este
sistema se le conoce con el nombre de sistema axiomatico
Zermelo—Fraenkel-Skolem. Se tiene también el sistema axiomatico
Neumann-Bernays-Gddel, creado por los matematicos John Von Neumann
(Hangaro, 1903-1957), Paul 1. Bernays (Inglés, 1888-1977) y Kurt Godel
(Checoslovaco, 1906-1978)

E. Zermelo A. Fraenkel J. Von Neumann P. I. Bernays

De los tres altimos matematicos nombrados, él mas polifacético fue Von
Neumann. Ademdas de sus aportes a la teoria de conjuntos, hizo importantes
contribuciones a la ciencia del siglo XX. Es uno de los creadores de la teoria de
juego, una disciplina que analiza matematicamente situaciones competitivas y tiene
aplicaciones en la economia, sociologia, politica, etc. En 1933 se uni6 al Instituto
de Estudios Avanzados de Princeton (New Jersey, USA), en la misma época que
ingresé Albert Einsten. Disefid la primera computadora que usaba un programa
archivado flexible. Fue miembro de la Comision de Energia Atomica de Estados
Unidos y, durante la Segunda Guerra Mundial, fue asesor del proyecto de la bomba
atomica de los Alamos.

Algunos de los axiomas de Zermelo-Fraenkel-Skolen presentamos a
continuacion. El capitulo de conjunto de la primera edicién del presente texto, fue

desarrollado siguiendo estos axiomas.
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AXIOMAS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

1. Axioma de existencia. Existe un conjunto.
2. Axiomade extension. A=B < (Vx)(xeA < xeB)

3. Axioma de especificacién. Para todo conjunto A y para toda funcién
proposicional P(x) con dominio el conjunto A, corresponde un conjunto B cuyos
elementos son precisamente los elementos x de A para los cuales P(x) es
verdadera.

4. Axioma del par. Para cualquier par de elementos a y b existe un conjunto A que

contiene ambos elementos; es decir, existe un conjunto Atal que a e Ay b € A

5. Axioma de la union. Para toda familia de conjuntos existe un conjunto que
contiene a todos los elementos que pertenecen cuando menos a uno de los

conjuntos de la familia.

6. Axioma de las potencias. Para todo conjunto existe otro conjunto que tiene
entre sus elementos a todos los subconjuntos del conjunto.

7. Axioma del infinito. Existe un conjunto sucesor.
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GIUSEPPE PEANO
(1858-1932)

GIUSEPPE PEANO nacid en Cuneo, Italia en agosto de 1858. En 1876 entrd a la
Universidad de Turin como estudiante y en 1884, como profesor de calculo
infinitesimal. Esta universidad se convirtié en su centro de trabajo e investigacion de
toda su vida. Su interés se desarroll6, principalmente, alrededor de la ldgica
simbdlica y de los fundamentos de la matematica. Sus resultados en l6gica
influyeron, en forma decisiva, en la concepcion de la histérica obra Principia
Mathematica de B. Russell y A Whitehead. Entre 1894 y 1908, Peano publicé su
Formulario Matematico, cuyo propdsito fue presentar la totalidad de la mateméatica
deducida a partir de unos pocos postulados y usando la notacion l6gica que él habia
inventado. El proyecto fue demasiado ambicioso para ser llevado a cabo por un solo
hombre. Este quedd inconcluso; sin embargo, sirvié de inspiracién a Nicolas
Bourbaki, quien en 1939, inici6 la publicacion de una serie de fasciculos con
nombre de Elements de Mathematique. El objetivo de la obra es presentar toda la
matematica contemporanea con rigor y originalidad. La tarea todavia contindia y ya
tiene publicados mas de 30 fasciculos, que suman un total de mas de 5,000 paginas.
Lo curioso de esta historia es que tal brillante matemético no existe. Nicolas
Bourbaki es, simplemente, el seudénimo de una asociacion, creada a fines de los
afios 30, por un grupo de jévenes (para ese entonces) mateméticos mayormente
franceses, relacionados con la Escuela Normal de Paris. Aquellos fundadores ya
han ganado su posicién en el mundo cientifico. Entre ellos tenemos a Henri Cartan,
Jean Diudonné, Claude Chevalley, André Weil, Charles Ehresman, Samuel
Eilemberg (americano).

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Peano nace (agosto 1858) cuando gobernaba Venezuela el General Julian Castro.
Unos meses antes, José Tadeo Monagas, derrotado por la Ilamada Revolucién de
Marzo, tuvo que entregar la presidencia. Peano muere el 20 de abril de 1932. En esa
época el mundo sufria los estragos de la Gran Depresion (1929-1939), la mas larga
y severa crisis econdémica en la historia de la humanidad. Esta se inici6 con la caida
de la Bolsa de Nueva York, en octubre de 1929.
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SECCION 5.1
LOS NUMEROS NATURALES Y
EL PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA

Un papel primordial desempefia, tanto en la matematica como en los diferentes
aspectos de la vida cotidiana, la sucesién de los nGmeros naturales:

0,1,2,3,4,5,6, ...
Estos nimeros forman el conjunto de los nimeros naturales. Esto es,

N={012345686, ...}

Al sistema de los nimeros naturales; es decir, el conjunto N, provisto de las
operaciones de adicidon y multiplicacion, lo conocemos desde la escuela primaria.
Aprovecharemos esta situacién y aqui sélo nos detendremos a analizar algunos
aspectos novedosos. Sin embargo, es importante hacer resaltar que este sistema fue
construido formalmente por Giuseppe Peano en 1889 a partir de dos conceptos
primitivos (sin definir), nGmero natural y sucesor; y de 5 axiomas (o postulados),
que ahora se les conoce con el nombre de Axiomas de Peano.

AXIOMAS DE PEANO

Examinemos con mas detalle la sucesion de ndmeros naturales. Vemos que todo
ndmero tiene uno y sélo un sucesor. Todo nimero natural, excepto 0, es sucesor de

un Gnico ndmero natural. Todo el conjunto N se obtiene comenzando con 0 vy
tomado los sucesivos sucesores. Estos resultados fueron captados por Peano en sus
axiomas, los que enunciamos a continuacion. A estos axiomas los tomamos como
tales; es decir, como proposiciones cuya veracidad la aceptamos sin el trdmite de la
demostracion.

Para facilitar la presentacion introducimos una notacidén para el concepto de
sucesor. Escribiremos s(n) para indicar el sucesor del nimero n. Esto es, s(n) =n + 1.

Axiomal. 0e N.
Axioma2. ne N = s(n) e N.

Axioma 3. Vn € N, s(n) = 0.
Axioma 4. s(n) =s(m)=n=m.
Axioma 5. Axioma de Induccién
Si un subconjunto M de N es tal que:

i. 0eM vy ii. keM = k+1 eM,Vk=0,
entonces M = N
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Los cuatro primeros axiomas son bastante claros, en cambio el 5 necesita méas

explicacién. En palabras, este axioma nos asegura que cualquier subconjunto de N
que contiene a 0 y que cada vez que contenga un ndmero cualquiera, también

contiene a su sucesor, este conjunto debe ser necesariamente todo N. Michael
Spivak, un conocido matemético estadounidense lo explica asi: Imaginemos que
tenemos una cola muy grande de personas a las que alineamos de acuerdo a los
numeros naturales. Es decir, tenemos la persona 0, la persona 1, la persona 2, etc.
Supongamos que existe un chisme. Se sabe que la persona 0 conoce el chisme.
Ademas se acuerda que cualquier persona que conozca el chisme, tiene la obligacion
de contarlo al siguiente en la cola. De estos dos hechos podemos concluir que toda la
gente que esté en la cola se entera del chisme. En efecto, como la persona 0 conoce el
chisme, ésta, por obligacién, le cont6 a la persona 1. Esta, por obligacidn, le conto a
la persona 2. Esta, a la persona 3. Y asi sucesivamente hasta agotar la cola.

PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA

El quinto axioma de Peano (axioma de la induccion) nos proporciona un método
simple y muy 0til para probar proposiciones relacionadas con los ndmeros naturales.
Este es el método de induccion matematica, principio de induccién matematica o
simplemente, prueba por induccion.

Para ilustrar este método consideremos la sucesion de los nameros naturales
impares:
1,3,5,7,9,...,2n=-1,2n+1, ...

Calculando las sumas parciales de los términos de esta sucesion nos encontramos
con los siguientes resultados:

P(1): 1=1 P(2):1+3=2°
P(3): 1+3+5=3 P(4):1+3+5+7:42
Estos resultados nos llevan inmediatamente a conjeturar que la siguiente

proposicién general:
P(n):1+3+5+7+...+2n—1:n2, vnx1

Es decir, la suma de los n primeros nimeros naturales impares es igual a n?, siendo n
cualquier nimero natural.

El siguiente teorema nos proporciona una técnica para probar la veracidad de la
conjetura anterior. El teorema tiene su basamento en el quinto axioma de Peano.

[TEOREMA 5.1] Prueba de induccién

Sea b un ndmero natural fijo y P(n) una proposicién abierta
asociada al nimero natural n. Si

1. P(b) es verdadera
2. P(K) esverdadera = P(k + 1) es verdadera, V k> b,
entonces, P(n) es verdadera, Vn > b.
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Demostracion

Ver el problema resuelto 2.

| OBSERVACION|

El teorema anterior nos dice que para probar por induccién que la proposicion
P(n), ¥n>b, es verdadera, se debe cumplir con los tres pasos siguientes:

1. Paso Basico. Verificar que P(b) es verdadera.

2. Paso Inductivo. Suponer que P(k) es verdadera, para k > b, y deducir de aqui que
P(k +1) es también verdadera.

La suposicion de que P(k) es verdadera se llama hipdtesis inductiva.

3. Conclusién. Debido a que se han cumplido las pasos 1 y 2, que son las hip6tesis
del teorema anterior, concluimos la tesis de dicho teorema:

P(n) es verdadera, ¥n > b.

En la mayoria de los casos, el nimero b del paso basico es uno de los primeros
nlmeros naturales: 0,1, 2,36 4.

EJEMPLO 1| Probar por induccién que
1+3+5+...+(2n-1)=n®> Vn>1
Solucién

SeaP(n): 1+3+5+...+(2n-1)=n> y b=1

1. Paso Basico:
Paran=b=1 setiene que: P(1): 2(1)-1=1=1°

Vemos que P(1) es verdadero.

2. Paso Inductivo:
Supongamos que, para k > 1, se cumple que (hipotesis inductiva)

PKK:1+3+5+...+(2k-1) = k? es verdadera.
Ahora,
Pk+1):1+3+5+...+(2k- 1)+ (2k+1)-1)
S[L+3+4+ ..+ (2k- 1]+ (2k+1)
=K+ (2k + 1) (HipGtesis inductiva)

= (k + 1)
Esto es,

P(k+1):1+3+5+...+(2(k+1)—1=(k+1)* esverdadera.
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3. Conclusioén:

Habiéndose cumplido los pasos exigidos por el teorema anterior, podemos
concluir que se cumple que:

1+3+5+...+(2n-1)=n’>, Vnx1.

EJEMPLO 2| Probar por induccion que

1 1 1 n
_t — + ...+ = — n>
1.2 2.3 nin+l) n+
Solucion
SeaP(n):i+ i+...+ 1 . y b=1
1.2 2.3 n(in+l) n+
1. Paso Baésico:
Paran=Db=1 setiene que P(1): t -1
11+1) 1+1
Vemos que P(1) es verdadera.
2. Paso Inductivo:
Supongamos que para k > 1 se cumple que
P(k):i+i+...+ 1 -k
12 23 k(k+1) k+1
Ahora,
P(k+1):i+i +.+ ! + L
1.2 23 k(k+1)  (k+1)(k+2)
11 1 ] 1
=l —=t+t—=+...+ +
12 23 k(k+1) (k+D(k+2)
-k, 1 (Hipdtesis inductiva)
k+1l (k+D(k+2)
k(k+2)+1 _  (k+D> _ k+1 _ k+1

k+DKk+2)  (k+D(k+2) k+2 (k+D)+1

Esto es, se cumple que

1 1 1 1 k+1
Pk+l): — +— +...+ + =
12 23 k(k+1) (k+D(k+2) (k+1)+1
3. Conclusién:
i+ i+,_,+ 1 =" , VYn>1.
1.2 2.3 n(n+l) n+1
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EJEMPLO 3| Probar por induccion la siguiente generalizacion de la propiedad

distributiva de la interseccion de conjuntos respecto a la unién.
Aﬂ(81UBZU...UBn):(AﬂBl)U(AﬂBZ)U...U(AﬂBn),Vnzz.
Solucion
1. Paso Basico:

Para b = 2, por el teorema 4.8, sabemos que se cumple que
AN(B:1UBy) = (ANBy) U(ANBy)

2. Paso Inductivo:
Supongamos que, para k >2, se cumple que
AN(B:UB,U...UB)=(ANB)U(ANB)U...U(ANBY)
Ahora, aplicado la propiedad asociativa de la union,
AN(BUBU...UBUBk+1) =AN([B1UB,U...UB] UBy41)
=(AN[B.UB,U...UB]) U(AN By.1) (Teorema 4.8)
=[(ANBYUANBYU...U(ANBYIU(ANB.1) (Hip. inductiva)
=(ANB)UANB)YU...UANB)U(ANBc+1) (Asociatividad)
3. Conclusién:

AN(BUBU...UBy)=(ANB)U(ANB)U...U(ANB,), Vn=2.

EJEMPLO 4| Probar por inducciéonque n!>2""' vn>1,

Solucién
1. Paso Basico:

Parab=1,
=1y 27 =2°=1. Portanto, 1! > 2**

Luego, la proposicion es cierta para b = 1.
2. Paso Inductivo:
Supongamos que parak > 1, se cumple que k!> 2*"*
Ahora,
(k+1)!=(k+ 1kl > (k+1) 21 (Hipdtesis inductiva )
> (1+1)2¢? k >1)

=2 2k71:2k71+l:2(k+1)71

Luego, (k+1)1>=20D"
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3. Conclusién:

n>2""1 vn>1.

EJEMPLO 5| Probar por induccion que:

—6 esdivisible entre 5, ¥ n>1.
Solucion

1. Paso Baésico:
Para b = 1 tenemos que 11*-6=5, que es divisible entre 5.
Luego, la proposicion es cierta para b = 1.

2. Paso Inductivo:
Supongamos que V k > 1se cumple que 11— 6 es divisible entre 5. Es decir,
existe un nimero natural m; tal que

114 -6 = 5m, (@)
Ahora,

111 _6=11x 11X~ (11 x 6) + (11 x 6) - 6 (Restamos y sumamos 11x 6)
= (11 x 11~ 11 x 6) + (11 x 6 — 6)
= 11(11X - 6) + 60
= 11(5m;) + 60 por (a)

5(11m, + 12)

= 5m, dondem=11m;+ 12

1%t _6 es divisible entre 5.

Luego, 1
3. Conclusioén:

11" — 6 esdivisibleentre 5, VY n>1.

PROBLEMAS RESUELTOS 5.1

| PROBLEMA 1] Probar por induccién que
12+ 22-3%+ .+ (-1)"? = (1) —=

nn(n+1) vns1

Solucion
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1. Paso Basico:

Paran=b =1escierta, yaque: -1°=(-1)! =—= 1(1+1)

2. Paso Inductivo:
Supongamos que para un k> 1 se cumple que
12422+ (1) = (o S k(k 1)
Ahora,
12427 L+ (DN + (D) K+ 1)
= [12+ 22— .+ ((DMEC] + () (k+ 1)

= (-1)k@ + (1) "k + 1) (Hiptesis inductiva)
—k(k+1)+2(k +1)°
e R e St
e K23k 42 (k+D)(k+2)
B G A
3. Conclusién:

nn(n+1)

1P+ 22—+ (-D)"?=(-1) ,Vn>1.

Probar el teorema 5.1: Prueba por Induccion.
Si
1. P(b) es verdadera
2. P(Kk) es verdadera = P(k + 1) es verdadera, V k>b
Entonces P(n) es verdadera, V n > b.
Solucién
Usaremos el axioma de induccion de Peano.

Sea Q(n)=P(n+b) y M={neN/Q(n)esverdadera }
i. Setieneque 0 € M, yaque, por 1, Q(0)=P(0+b) =P(b) es verdadera.

ii. Por otro lado, supongamos que k € M; esto es, Q(k) = P(k+b) es verdadera.
Pero, entonces por la hipétesis 2, P(k + b +1) = Q(k +1) es verdadera y, por
lotanto, (k+1) e M.
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Habiéndose cumplido las condiciones i e ii del axioma de induccién, se concluye
que M =N. Esto nos asegura que:

Q(n) =P(n +b) es verdadera, vV n>0.
Pero, esto es lo mismo que afirmar que

P(n) es verdadera, V n>h.

PROBLEMA 3| Principio de Buena Ordenacion de los naturales.

Probar que el conjunto N de los ndmeros naturales es bien

ordenado. Es decir, todo subconjunto no vacio de N tiene un
elemento minimo (un elemento en el conjunto que es menor que
todos los otros elementos del conjunto).

Solucion

Procedemos por reduccién al absurdo y, en este proceso, usamos el axioma de
induccion para llegar a una contradiccion.

Sea S un subconjunto no vacio de N. Esdecir,ScN y S=@.
Supongamaos que S no tiene un elemento minimo. Sea M= N -S,
i. Como 0 es el minimo de N y S no tiene minimo, entonces 0 ¢ S. Luego, 0 € M.

ii. Supongamos que k € M, donde k > 0. En este caso, ninglin nimero menor que
k estd en S, ya que de ser asi, alguno de ellos seria un minimo de S. Ahora,
como0,1,2,..y k noestanen S, entonces k + 1 tampoco esta es S, ya que,
de estarlo, k + 1 seria el minimo de S. Por tanto, k + 1 esta en M.

Habiéndose cumplido las dos requisitos del axioma de induccion, este nos permite

asegurar que M = N. Por tanto S = . jcontradiccion!. Debemos admitir, entonces,
que S tiene minimo.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.1

Probar por induccion:

n(n+1)

1.1+2+3+...+n = ,Vnx>1.

n(n+1)(n+2)

2.12+23+34+...+n(h+1)= 3

, Vn>1.
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3. 1) +2N)+3@N +...+n()=(n+1)!-1, ¥Yn>1.

4.i+i+i+_”+ 1 :L,vnzl.
1. 2. 34 n(in+l) n+1

5, Lol : =" vnet
13 35 57 @n-)(2n+1) 2n+1

6. L+ L, 1 L " vnx1

+ + + = L
14 47 710 (3n-2)(3n+1) 3n+1

1 13 135 135.(2n-1) _1  135..(2n+1)
+ + +...0+

S — ... =—— vVn>1.
24 246 2468 246. .. (2n+2) 2 246. .. (2n+2)
8 12+22+324 +n2:w vn>1
. 6 , >1.
2 2
8 1°+2%++ . +nd= DT g

9. 1¥+22+3+. . +n¥=@+2+3...+n?% vn=1

10. 12+32+52+...+(2n—1)2=w, vnz1.

11, 13+3%+5%+ . +(@n-1°%=n’(2n-1)%, Vvn2x1

12, 12)+22)+32Y)+.. +n@)=2+(n-1)2""Y, vn>1.
13. 2'+ 22+ 2% 4+ 42" =" o

14. 4" -1 es divisible entre 3, V n> 1.

15. 7" -1 esdivisible entre 6, v n > 1.

n_
16. 1+a+a2+a’+ .. +a" 1= 2 1l,a¢1,Vn21.
a_

n
4 a-ar
17. a+art+arf+ar*+. .. +ar" ! =

,r1, vn>1.
1-r

18. 2n+1<2", v n>3.

2
N o< (2n+1) ,
8

19. 1+2+3+ ...+ vnx1
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20. n®< 2", Vvnx4.

21. (n+1)!>2"*3  vnxs.

22. ""*>m+4)*  vn=x=1l

23. (1+x)" >1+nx, dondex>-1,vVn>1,

24. ¥V n > 3, la suma de la medida de los angulos interiores de un poligono convexo
de n lados es 180°(n —2)

25. Sip, Q. Qz- .., 0n SON proposiciones, entonces
a pA(@vg ve.va)=(PAad) v(PAG)V..v(pPAC), VN=2
b. pv(@Aa@ Ao At)=(PVva) APVA) A APV, YN=2

C. ~(uvQvysVv... VO =~0i A~Uo A~03 A...A~CQn, VN2

d ~@AQ AQRA. .. AQD) =~QtV ~QaV ~Qs V...V ~Cn, VY n>2

SECCION 5.2
NUMEROS CARDINALES

En esta seccion estamos interesados en medir el “tamafio” de los conjuntos; es
decir, en el “nimero de elementos” que tiene cada conjunto. Los objetos que nos
servirdn para hacer este tipo de medicion son los Ilamados nimeros cardinales.

¢COmo podriamos determinar que dos conjuntos tienen el mismo ndmero de
elementos? Alguien podria sugerir que se cuente los elementos de cada conjunto y
comparar los resultados. Esto funcionaria siempre que los conjuntos sean finitos,
pero estariamos en dificultades si estos conjuntos son infinitos. Para salvarnos de este
aprieto contamos con la idea simple, pero profunda, de correspondencia biunivoca.

DEFINICION | Diremos que el conjunto A es equipotente con el conjunto B, o

que A tiene igual nimero de elementos que B, y escribiremos
A=B,

si existe una correspondencia biunivoca de A en B.

EJEMPLO 1 |El conjunto A ={a, b, c}es equipotente con el conjunto B ={1, 2, 3}.

En efecto, tenemos la siguiente correspondencia biunivoca de A en B:
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EJEMPLO 2| El conjunto N de los nimeros naturales es equipotente con el

conjunto P ={0, 2, 4, 6, . .. } de los nimeros naturales pares.
En efecto, tenemos la siguiente correspondencia biunivoca de N

en P:

N={o 1 2 3 4 . . .n. . .}
! T 7T T ¢ I

p={0 2 4 6 8 .2n. .}

Este resultado debe causar sorpresa a muchos lectores, porque P es un subconjunto

propio de N y sin embargo estos tienen igual nimero de elementos (no siempre el
todo es mayor que la parte).

Hasta ahora hemos estado hablando de conjuntos finitos e infinitos sin haberlos
definido. Remediemos esta situacion.

DEFINICION| Un conjunto A es finito si A es vacio o si A es equipotente con
alglin conjunto de nameros naturales de la forma {1,2,3,...,n}.

Un conjunto es infinito si éste no es finito.

EJEMPLO 3| El conjunto A = { @, b, ¢ }, dado en el ejemplo 1, es finito. En

cambio, el conjunto N y el conjunto P de los naturales pares son
infinitos.

Ahora entremos al tema de los nimeros cardinales.

DEFINICION| Sea A un conjunto finito. Diremos que:

El nimero cardinal de Aes0si A=(.

El nimero cardinal de A es n si A es equipotente con el
conjunto {1,2,3,...,n}.

Escribiremos #A para indicar el nimero cardinal del conjunto A.
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EJEMPLO 4| SiA={a,b,c,d}, entonces #A =4, ya que A es equipotente con el

conjunto {1,2,3,4 }.

DEFINICION| Sean a y b dos nimeros cardinales y sean A y B dos conjuntos

disjuntos tales que #A = a y #B = Db. Entonces
1.Lasumadeaybesel cardinal a+b=#(AUB).

2. El productodeay b esel cardinal ab = #(A x B).

CARDINALES TRANSFINITOS

La definicion anterior dice que los nimeros cardinales de los conjuntos finitos, a
los que llamaremos cardinales finitos, no son otra cosa que los nimeros naturales.
Sin embargo, la teoria de los nimeros cardinales rebasa a la de los naturales, ya que
se puede definir los nimeros cardinales de conjuntos infinitos. Estos son los
cardinales transfinitos, que no son nimeros naturales.

El primer cardinal transfinito que se encuentra es el cardinal del conjunto N de los
ndmeros naturales, al cual Cantor lo denot6 con el simbolo &g, que se lee aleph-
subcero (aleph es la primera letra del alfabeto hebreo). O sea

#N:No

Mas adelante, en el teorema 7.7, probaremos que Z, el conjunto de ndmeros
enteros, es equipotente con N. También se puede probar que Q es equipotente con
N. Esto es, tenemos el siguiente sorprendente resultado:

#Q =#Z =#N =¥,
Este nos dice que existen tantos nimeros racionales o tantos nimeros enteros como
ndmeros naturales.
La siguiente interrogante que surge es sobre el cardinal del conjunto R de los
numeros reales. Se prueba que:
No= #N < #R

En este punto nos encontramos con uno de los problemas mas famosos de la
matematica. ¢Existe un nimero cardinal x tal que

No<x < #R?

Cantor lanzé la conjetura de que no existe tal cardinal. Esta conjetura se conoce
con el nombre de hipotesis del continuo. Este problema desafi6 a los matematicos y
légicos por muchos afios. En 1963, Paul J. Cohen, de la Universidad de Stanford,
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probd que tal hipétesis no puede ser demostrada en base a los axiomas de la teoria de
conjuntos. Es decir, la hip6tesis del continuo es independiente de los postulados de
la teoria de conjuntos y, por tanto, no puede ser deducida a partir de estos. La
situacion es analoga al postulado de las paralelas de la Geometria Euclidiana.

Cabe preguntar si existen otros cardinales transfinitos ademas de los dos ya dados.
La respuesta es que existen infinitos cardinales transfinitos. En efecto, Cantor
probo el siguiente resultado, que ahora se llama teorema de Cantor.

Teorema de Cantor. Para cualquier conjunto A se cumple
BA < #p(A) = 27FA
Este resultado construimos la siguiente cadena de cardinales transfinitos
Ro= #N<#p(N)=2" =R <#p (p(N)) =R, =2 < #p(p(p(N) <...

Con esta notacion, la hipotesis del continua afirma que:
#R = ;= 2%°

¢SABIAS QUE . ..

PAUL JOSEH COHEN (1934-2007) naci6 en Nueva Jersey,
Estados Unidos, hijo de padres emigrantes. Obtuvo su doctorado
(Ph. D) en la Universidad de Chicago el afio 1958. Fue profesor
del Instituto Tecnoldgico de Massachussets, Universidad de
Rochester y de la Universidad de Stanford.

En 1966, por su trabajo en la Hipétesis del Continuo, gané la
Medalla Field, que en mundo matematico equivale al premio
Ndbel.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.2

1. Si a, b y ¢ son nimeros cardinales, usando la definicién de suma de cardinales,
probar que:

i.a+t0=a ii.ha+tb=b+a iii.at(b+c)=(@@+h)+c
2. Si a, b y ¢ son nimeros cardinales, usando esta definicién de producto de
cardinales, probar que:
i.a0=0 ii. La=a iii. ab=ba
iv. ab=0 < a=006b=0 v. a(b+c)=ab+ac
3. Si #p(A)=8 y #p(B) =4, hallar
a. #(AxB) b. #p(p(A) xp(B))
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SECCION 5.3
PRINCIPIO DE UNION-EXCLUSION

Las técnicas de conteo son importantes tanto en la matematica como en otras
disciplinas. Asi, en la ciencia de la computacion, desempefias un papel fundamental
en el analisis de algoritmos. En esta seccion y en las dos siguientes, presentamos
algunas de estas técnicas. Todos los conjuntos que aqui aparezcan, a menos que
digamos lo contrario, son finitos.

[ TEOREMA 5.2| Si Ay B son dos conjuntos finitos, entonces
#(B - A) = #B - #(AN B)

Demostracion

Tenemos que B A
B=(B-A)U(ANB),
donde los conjuntos B—A y AN B son disjuntos.

Luego, de acuerdo a la definicién de suma de cardinales,

#B =#(B - A) + #(ANB) = #(B-A) = #B - #(ANB)

[ TEOREMA 5.3] Principio de inclusién-exclusion.

Si A'y B son dos conjuntos finitos, entonces
#AUB) = #A+#B -#(ANB)
Demostracion

Tenemos que AUB = AU (B -A), donde los conjuntos A y B - A son

disjuntos. Luego,
#AUB)= #A+#(B-A)

Reemplazando en esta igualdad la de la del teorema anterior obtenemos

#(AUB) = #A+#B - #(ANB)

EJEMPLOS5| Si #A=15#8=10 y #ANB) = 4, hallar #AUB)

Solucién
#AUB) = #A+#B - #(ANB) = 15+10-4=21
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EJEMPLO 6| En una seccién de 70 estudiantes, 40 de ellos toman el curso de

Algebra, 35 toman el curso de Calculo y 15 toman ambos cursos.
a. ¢Cuantos estudiantes toman, por lo menos, uno de los cursos?
b. ¢ Cuéntos estudiantes toman Algebra y no toman Célculo?

c. ¢ Cuantos estudiantes toman Calculo y no toman Algebra?

d. ;Cuantos estudiantes no toman ninguno de los dos cursos?
Solucion

Sea U el conjunto formado por todos los estudiantes de la seccion dada. Sea A el
conjunto de estudiantes de la seccion que toman algebra y sea C el conjunto de
estudiantes de la seccidn que toman célculo.

U

70—60 =10

Tenemos que #U =70, #A=40, #C=35y #(ANC) =15
a. El nimero de estudiantes que toman por lo menos uno de los dos cursos es
#AUC)=#A+ #C — #(ANC) = 40 + 35— 15 =60

a. El nimero de estudiantes que toman Algebra, y no toman célculo es
#A—#(ANC)=40-15=25

c. El ndmero de estudiantes que toman calculo y no toman algebra es:
#C - #(ANC)=35-15=20

d. El nimero de estudiantes que no toman ni Algebra ni Calculo es

#U-#AUC) =70-60=10

PROBLEMAS RESUELTOS 5.3

| PROBLEMA 1] Si A, By C son tres conjuntos finitos, probar que

#AUBUC)=#A+#B+#C-#(ANB)-#(ANC)-#(BNC)+#ANBNC)
Solucion



170 Capitulo 5. Ntimeros Naturales y Numeros Cardinales

#AuBUC)=#(JAUB]UC)= #(AUB)+#C-#([AUB]NC)
= #A+#B-#ANB)+#C-#[ANnC]U[BNC])
=#A+#B-#(ANB) +#C-{#[AnC] + #[BNC]-#ANCNBNC)}

= #A+#B +#C - #(ANB) -#(ANC)-#(BNC)+#ANBNC)

|[PROBLEMA 2| Para averiguar las preferencias sobre las marcas de cerveza se
hizo una encuesta a 650 personas, con los siguientes resultados:

393 consumen cerveza Polar, 233 consumen Polar y Brahma.

390 ” 7 Brama, 226 7 Polar y Regional.
349 ” 7 Regional, 150 ” las tres cervezas.
212 7 ”  Brahmay Regional.

¢ Cuéntas personas consumen Brahma, pero no Polar?

¢ Cuéntas personas consumen Brahma, pero no Regional?

o 9

¢ Cuéntas personas consumen Polar o Regional, pero no Brahma?

. ¢Cuéntas personas consumen so6lo Polar?

Q ©

. ¢Cuantas personas consumen al menos una de Is tres cervezas?

D

f. ¢Cudntas personas no consumen ninguna de las tres cervezas?
Solucioén
Sean P, B, y R los conjuntos de las personas que consumen Polar, Brahma y
Regional, respectivamente.

Como 212 personas consumen cerveza Brahma y Regional y 150 consumen las
tres cervezas, entonces 212 — 150 = 62 s6lo consumen Brahma y Regional (no

consumen Polar).

En forma similar se obtiene que 83 personas s6lo consumen Polar y Brahma, y que
76 personas solo consumen Polar y Regional.

Como 393 consumen Polar, entonces 393 — (83+76+150) = 84 personas sélo
consumen Polar.

En forma similar se obtiene que 95 personas sélo consumen Brama, y que 61
personas solo consumen Regional.

Con estos datos construimos el siguiente diagrama.
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Ahora, ya estamos listos para contestar las preguntas. El diagrama nos da la

informacion buscada.

a. NUmero de personas que consumen Brahma, pero no Polar: 95 + 62 = 157.

b. NUmero de personas que consumen Brahma, pero no Regional: 95 + 83 = 178.

c. Numero de personas que consumen Polar o Regional, pero no Brahma:

84 + 76 + 61 = 221.

d. Numero de personas que s6lo consumen Polar: 84.

e. Numero de personas que consumen al menos una de las tres cervezas:
84 +83 + 76+ 150 + 95 + 62 + 61 = 611.

Este resultado también puede obtenerse usando el problema anterior.

f. NUmero de personas que no consumen ninguna de las tres cervezas:

650 - 611 = 39.

| PROBLEMA 3| De un grupo de 200 turistas que llegaron a Venezuela se saben
los siguientes datos:

70 turistas visitaron Canaima

140 “
158 “
5 “
120 *
5 “
5 -

Zulia

Mérida

Canaimay Zulia

Zulia'y Mérida

Canaima 'y Mérida

Zulia, pero no Canaima ni Mérida.

a. ¢Cuantos turistas visitaron los tres lugares sefialados?

b. ¢Cuantas turistas visitaron sélo Mérida?

c. ¢Cuantos turistas no visitaron ninguno de los tres lugares?
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Solucién

Sean C,Z y M los conjuntos de turistas que visitaron Canaima, Zulia y Mérida,
respectivamente

a. Del conjunto que mas informacion tenemos es Z, del cual conocemos que
#7=140 y #znCcnCm)=15.

Tratemos de encontrar el cardinal de todos los subconjuntos de Z. Para esto,
designamos con x el cardinal de la interseccion de los tres conjuntos. Esto es,

#CNznM)=x

Como 50 turistas visitaron Canaima y Zulia, entonces 50 — x visitaron solo
Canaima (no visitaron Mérida). Esto es,

#CnNzn(CM)=50-x

Por otro lado, como 120 turistas visitaron Zulia y Mérida, entonces 120 — x
visitaron s6lo Zulia y Mérida (no visitaron Canaima).Esto es,

#zn M NCC)=120-x

Con estos datos construimos el diagrama |.

U C U C

/ N

I I
Ahora, mirando el diagrama I, tenemos que

#Z =15+ (50-x) + x + (120 — x)
Pero, como #Z = 140, tenemos que
140 =15+ (50 = x) + x + (120 — x)

De esta ecuacion obtenemos que x = 45.

En consecuencia, 45 turistas visitaron los tres lugares.

b. Pasamos al segundo diagrama, en el cual consignamos el resultado
x=45 y 120-x=120-45=75.
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Como 55 turistas visitaron Canaima y Mérida, entonces 55 — 45 = 10 visitaron
s6lo Canaima y Mérida (no visitaron Zulia).

Si m es el nimero de turistas que solo visitaron Mérida, entonces
#M=m+75+45+10
Pero, como #M = 158, entonces
158 =m + 75 + 45 + 10,
de donde obtenemos que m = 28. En consecuencia, 28 turistas visitaron sélo
Mérida.
c. El ndmero de turistas que no visitaron ninguno de los tres lugares es

#U- #(CUZUM) =200-#(CUZUM)

=200 - [H#C+#Z+#M-#(CNZ)-#HCNM)- #ZN M) +#CNZNM)]
=200 - [70 + 140 + 158 — 50 — 55 + 120 + 45]
=200 - 188 = 12.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.3

1. De un grupo de 130 personas, 80 trabajan, 60 estudian y 25 trabajan y estudian.
a. ¢Cuéantas personas trabajan y no estudian?
b. ¢Cuantas personas estudian y no trabajan?

c. ¢Cuantas personas ni trabajan ni estudian?

2. En un club deportivo se practica fatbol, béisbol y natacion. Se sabe que el 54% de
socios practica futbol, el 45% practica béisbol, el 40% practica natacion, el 17%

practica fatbol y béisbol, el 14% practica fitbol y natacion y el 13% practica
béisbol y natacion.

a. ¢Qué porcentaje practica los tres deportes?
b. ¢Qué porcentaje practica sélo futbol?
c. ¢Qué porcentaje practica sélo béisbol y natacién?
3. Setiene 32 libros que tratan los temas A, B y C. Se sabe que:
16 libros tratan el tema B
15 7 SR

8 ” ”  solamente el tema B
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7 C

lostemas Ay B

" AyC
» ByC

a. ¢Cuéntos libros tratan los tres temas a la vez?

b. ¢ Cuantos libros tratan solamente el tema A?

4. Se conocen los siguientes datos sobre el rendimiento académico de 340 estudiantes
de Ciencias del primer semestre:

214 estudiantes desaprueban Calculo

206
190
130
120
110
70

Estructuras

Computacioén

Caélculo y Estructuras
Caélculo y Computacion
Estructuras y Computacion

Célculo, Estructuras y Computacién.

a. ¢Cuantos estudiantes desaprueban al menos una de las tres materias?

b. ¢Cuéntos estudiantes no desaprueban ninguna de las tres materias?

c. ¢Cuantos estudiantes s6lo desaprueban Calculo y Estructuras?

d. ;{Cuantos estudiantes desaprueban sélo Calculo?

5. De un grupo de 125 turistas venezolanos se conocen los siguientes datos:

62 turistas han visitado Alemania

67
52
31
30
24
16

T @&

24

Francia

Esparia

Alemania y Francia
Alemania y Espafia
Francia y Espafia

Solamente Espafia.

¢ Cuantos turistas visitaron los tres paises?
¢Cuantos turistas visitaron tinicamente Alemania?

¢Cuantos turistas visitaron al menos uno de los tres paises?

d. ¢Cuantos turistas no visitaron ninguno de los tres paises?
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6. En una encuesta llevada en Barquisimeto sobre preferencias de periddicos se
obtuvieron los siguientes resultados. De 100 personas encuestadas,

78 leen el Impulso.

74 leen el Nacional.

53 leen el Universal.

57 leen el Impulso y el Nacional.

46 leen el Impulso y el Universal.

31 leen el Impulso el Nacional y el Universal.

Si todos los encuestados leen al menos uno de los periddicos, ¢cuantos leen el
Nacional y el Universal?

SECCION 5.4
PRINCIPIOS BASICOS DE CONTEO

En primer lugar, vamos a dar ciertas interpretaciones préacticas a las definiciones
de producto y de suma de cardinales, las que nos permitiran lograr otros resultados
importantes. Estas interpretaciones las llamaremos regla del producto y regla de la
suma, respectivamente.

Comenzamos con un ejemplo. Se tienen tres ciudades: X, Y y Z . Existen 2
carreteras que conectan X con Y y existen 3 que conectan Y con Z. ;Cuéntas rutas
diferentes se pueden tomar para viajar de X a Z?

a 1

\b/\T/

Si tomamos la carretera a para llegar a Y; de alli, para ir a Z, tenemos 3
alternativas: las carreteras 1, 2, 6 3. Si tomamos la carretera b para llegar a Y, para ir
de Y a Z también tenemos las mismas 3 alternativas. Por tanto, en total tenemos 3 + 3
= 6 rutas distintas para viajar de X a Z. Estas 6 rutas se obtienen, méas facilmente,
multiplicando las 2 posibilidades que hay de viajar de X a Y por las 3 posibilidades
que hay de Y a Z; es decir, 2 x 3 = 6.

X o

Otra manera de lograr el resultado anterior es como sigue. Se identifica cada ruta
mediante un par ordenado, donde la primera componente es la alternativa de viajar de
X aYy lasegunda componente es la alternativa de viajar de Y a Z. Esto es,

(& 1), (a2),(@3),(b1), b 2)yD?3).
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Sea A={a, b} el conjunto de las alternativas de viajar de XaY yB=9{1,2,3}
el conjunto de las alternativas de viajar de Y a Z. Los pares ordenados anteriores no
son otros que los elementos del producto cartesiano A x B. Es decir,

AxB={(a 1), (a2), (a 3), (b, 1), (b,2), (b,3) }
Por definicién de producto de cardinales, #(A x B) =#(A) x #(B) =2 x 3=6.

Este ejemplo nos ayuda a entender la regla del producto que, en su forma mas
simple, se expresa asi:

Si una actividad puede realizarse en 2 pasos sucesivos, el paso 1 se puede hacer de
n formas y el paso 2 de m formas, entonces el nimero de actividades posibles es

nxm.

Esta proposicion, para el caso de mas de dos pasos, dice lo siguiente:

REGLA DEL PRODUCTO.

Supongamos que una actividad puede realizarse en k pasos sucesivos y el paso
1 se puede hacer de n; formas, el paso 2 puede hacerse de n, formas, . ..,y el
paso k puede hacerse de n, formas. Si todos los resultados finales son distintos,
entonces el nimero de actividades posibles es

Ny XNy X ... XNk

Con mucha frecuencia, de aqui en adelante, aparecera el concepto de factorial, n!
de un numero natural n. Recordemos que:

0'=1 y nl=n(n-D)(n-2)(n-3)x...x2x1, paran>1

EJEMPLO 1| Una estudiante tiene 7 blusas y 5 faldas. ¢De cuantas maneras

diferentes puede vestirse?
Solucion

La actividad se hace en dos pasos. En el paso 1 selecciona una blusa y tiene 7
formas de hacerlo. En el paso 2 selecciona una falda y tiene 5 formas de hacerlo. Por
lo tanto, por la regla del producto, la estudiante tiene 7 x 5 = 35 diferentes maneras
de vestirse.

EJEMPLO 2| Un byte es una cadena de 8 bit, o sea, un vector binario de 8

entradas.
a. ¢Cuantos bytes existen?
b. ¢ Cuantos bytes comienzan con 000?

c. ¢Cuantos bytes no comienzan con 000?
Solucién
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Un byte, o sea una cadena de 8 bhits se construye en 8 pasos sucesivos: Se
selecciona el primer bit, se selecciona el segundo bit, . . . y se selecciona el
octavo bit. A continuacion tenemos un ejemplo de un byte.

0jJo0joj]1]0 11110

Como cada paso tiene 2 formas de seleccionar ( 0 6 1), entonces el nimero
total de cadenas de 8 bits es:

2x2x2x2x2x2x2x2=2%=256

Un byte que comienza con 000 se construye en 5 pasos: Se selecciona el cuarto
bit, se selecciona el quinto bit, se selecciona el sexto bit, se selecciona el séptimo
bit y se selecciona el octavo bit. Como cada paso tiene 2 formas de seleccionar (0
6 1), entonces el nimero total de bytes que comienzan con 000 es:

2x2x2x2x2=2"=32,

El nimero de bytes que no comienzan con 000 es igual al nimero total de bytes
menos el nimero de bytes que comienzan con 000. Por la parte a, el primer
nimero es 256. Por la parte b, el segundo nimero es 32. Luego, el nimero de
bytes que no comienzan con 000 es

256 — 32 =224

EJEMPLO 3| a. {Cuantos bytes (cadenas de 8 bits) tienen su cuarto bit igual 1?

b. ¢Cuantos bytes comienzan con 000y su cuarto bit es 1?

c. ¢Cuéantas bytes no comienzan con 000y su cuarto bit es 1?

Solucion

a.

Un byte con su cuarto bit igual a 1 se construye en 7 pasos: Se selecciona el
primero, el segundo, el tercero, el quinto, el sexto, el séptimo y el octavo bit. Por
tanto, el nimero de bytes cuyo cuarto bit igual a 1 es

2x2x2x2x2x2x2=2"=128

Un byte que comienza con 000 y que tenga su cuarto bit igual a 1 se construye
en 4 pasos: Se selecciona el quinto bit, se selecciona el sexto bit, se selecciona el
séptimo bit y se selecciona el octavo bit. Luego, el nimero de bytes que
comienzan con 000 y tienen a 1 como cuarto bit es

2x2x2x2=2=16

El nimero de bytes que no comienzan con 000 y que tenga su cuarto bit igual a 1
es igual al ndmero total de bytes que tienen su cuarto bit igual a 1 menos el
nimero de bytes que comienzan con 000 y tienen su cuarto bit igual a 1. Por la
parte a, el primer nimero es 128. Por la parte b, el segundo nimero es 16.
Luego, el nimero de bytes que no comienzan con 000 y tienen su cuarto bit igual
ales

128-16=112




178 Capitulo 5. Ntimeros Naturales y Numeros Cardinales

Ahora, a la definicion de suma de cardinales la generalizamos y obtenemos la regla
de la suma.

REGLA DE LA SUMA.

Sea { X1, Xo, o0, Xk } una familia de conjuntos disjuntos por pares. Si X;
tiene n; objetos, X, tiene n, objetos, . . . y X tiene ny, objetos, entonces el nimero
de maneras que se pueden seleccionar un objetode X; 6 X, 6...06 X, es

ni+ny+ ...+ng

EJEMPLO 4| ;Cuantos bytes comienzan con 000 6 con 111?

Solucién

De acuerdo al ejemplo 2 parte a, existen 32 bytes que comienzan con 000. En
forma enteramente similar a la parte a mencionada se obtiene que existen también
32 bytes que comienzan con 111. Como el conjunto de cadenas que comienzan con
000 es disjunto con el conjunto de cadenas que comienzan con 111, por la regla de la
suma, el nimero de cadenas de bytes que comienzan con 000 6 111 es

32 +32=64.

EJEMPLO 5| En un estante hay 5 libros distintos escritos en Espafiol, 6 libros

distintos escritos en Francés y 8 libros distintos escritos en Aleman.
¢Cuantas maneras de seleccionar 2 libros escritos en idiomas
diferentes existen?

Solucién

Si se escoge un libro en Espafiol y el otro en Francés, la regla del producto nos dice
que existen 6 x 5 = 30 maneras de hacerlo. Si se escoge uno en Espafiol y el otro en
Aleman, por la misma razdn, existen 6 x 8 = 48 maneras. Si se escoge uno en
Francés y el otro en Aleman, existen 5 x 8 = 40 maneras. Por (ltimo, como estas tres
formas de seleccionar son disjuntas, por la regla de la suma, obtenemos que el
nimero de maneras de seleccionar dos libros escritos en idiomas diferentes es

30 +48 +40=118

EJEMPLO 6| ¢Cuantos bytes que comienzan con 000 6 tienen el cuarto bit igual a
1 existen?

Solucién

Erréneamente podriamos proceder asi: Por la parte b del ejemplo 2 sabemos que
existen 32 bytes que comienzan con 000. Ademas, por la parte a del ejemplo 3
sabemos que existen 128 bytes que tienen su cuarto bit igual a 1. Sumando estos
resultados, 32 + 128 = 160, nos daria la respuesta. Este proceso es incorrecto, porque
la regla de la suma exige que los conjuntos sean disjuntos, sin embargo, los 2
conjuntos considerados no lo son.
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Resolvemos el problema creando una familia de conjuntos disjuntos por pares,
como la que sigue. Sean

Cy ={ x/xes un byte que comienza con 000 y cuarto bites 1 }
C, = { x/x es un byte que comienza con 000 y cuarto bit es 0 }

C; = { x/ x es un byte que no comienza con 000 y cuarto bites 1 }

El nimero de bytes que comienzan con 000 6 tienen su cuarto bit igual a 1 es el
cardinal de la uniéon C; U C, U Ca. Por la regla de la suma, este nimero es igual a la
suma de los tres cardinales correspondientes a los conjuntos.

Por la parte b del ejemplo 3, el conjunto C; tiene 16 bytes. Con un argumento
enteramente idéntico al usado en la parte b antes mencionada, se calcula que el
conjunto C, tiene también 16 bytes. Por la parte c del ejemplo 3, el conjunto Cstiene
112 bytes. En consecuencia, el nimero de bytes que comienzan con 000 6 tienen su
cuarto bit igual a 1 es

16 +16 + 112 =144

PROBLEMAS RESUELTOS 5.4

| PROBLEMA 1] a. ¢Cuantos nimeros telefonicos de 5 digitos se pueden asignar?

b. ¢Cuantos nimeros telefénicos de 5 digitos todos distintos
existen?
Solucion

a. Un ndmero telefénico de 5 digitos se construye en cinco posos. En cada uno de
ellos se selecciona un digito de los 10 siguientes : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Luego, por la regla del producto, el total de ellos es

10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 10° = 100.000

b. Un namero telefénico de 5 digitos, donde todos son distintos, se construye en
cinco pasos. En el primero se selecciona del conjunto de los 10 digitos; el
segundo se selecciona de un conjunto de 9 digitos; el tercero, de un conjunto de
8; el cuarto, de un conjunto de 7 y el quinto de un conjunto de 6. Por lo tanto, el
total de tales nimeros telefénicos es

10x 9x8x7x 6=230.240
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| PROBLEMA 2 | En una version del lenguaje de programacién Pascal, un
password consta de una sola letra seguida de hasta 7 simbolos
alfanuméricos. Pero, 36 "palabras" de éstas estdn reservadas
para comandos y, por tanto, no pueden usarse como passwords.
¢Cuantos passwords diferentes son posibles en esta version de
Pascal?

Solucion

Del alfabeto Espafiol, para estas construcciones, se toman sélo 26 letras. Se
descuentan la ch, Il y fi. Por otro lado, un simbolo alfanumérico es una de las 26
letras del alfabeto o un digito. Por lo tanto, existen 26 + 10 simbolos alfanuméricos.

Todos los passwords posibles se distribuyen en 8 conjuntos disjuntos: Los que
constan exactamente de 1, de 2, de 3, de 4, de 5, de 6, de 7 y de 8 simbolos.
Contabilicemos cada uno de estos conjuntos por separado.

Passwords de 1 simbolo. Seleccionamos una letra de 26. Obtenemos: 26

Passwords de 2 simbolos. Seleccionamos una letra de 26 y un simbolo de 36.
Obtenemos: 26 x 36

Passwords de 3 simbolos. Seleccionamos una letra de 26, un simbolo de 36 y un
simbolo de 36. Obtenemos: 26 x 36 x 36 = 26 x 36°

En forma anéaloga se obtienen los siguientes resultados:

Passwords de 4 simbolos: 26 x 363, de 5 simbolos: 26 x 364, de 6 simbolos:
26 x 365, de 7 simbolos: 26 x 366, de 8 simbolos: 26 x 36'.

Aplicando la regla de suma y quitando las 36 palabras reservadas obtenemos que
el ndmero posibles de passwords es:

26+ 26 x 36+ 26 x 362+ 26 x 36° + . .. +26 x 36' — 36
= 26(36+ 36+ 36>+ 36" +36° + 36°+36') - 36

PROBLEMA 3| Usando las reglas de conteo, probar que el conjunto potencia de

un conjunto de n elementos tiene 2" elementos.

Solucion

Sea X ={x1, Xoy o v\, xn}un conjunto de n elementos. Un subconjunto de X se
confecciona en n pasos. En el primer paso se toma el elemento x; y se decide
incluirlo o excluirlo del subconjunto. En el segundo paso se toma el elemento X, y se
decide incluirlo o excluirlo del subconjunto. Asi sucesivamente hasta el paso n,
donde se toma el elemento x,. Cada paso tiene 2 posibilidades, por la regla del
producto, el nimero de subconjuntos de X es

2x2x2x...x2 ="

n
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.4

1. Un hombre tiene en su ropero 8 camisas, 6 pantalones y 5 pares de zapatos ¢De
cuantas maneras puede vestirse?

2. Se lanza una moneda 5 veces ¢Cuantas posibles sucesiones de caras y sellos se
pueden lograr?

3. Un dado es lanzado 3 veces y los resultados son recolectados en forma de una
tripleta (tres nimeros ordenados).

a. ¢Cuantas posibles tripletas se pueden obtener?

b. ¢Cuantas tripletas tienen un Gnico 2?

c. ¢Cuantas tripletas tienen un Unico 6?

d. ¢Cuantas tripletas tienen un tnico 2 o0 un Gnico 6?
e. ¢Cuantas tripletas tienen los tres nimeros iguales?

f. ( Cuantas tripletas tienen los tres nimeros distintos?

4. Se tienen tres ciudades: X, Y y Z . Existen 4 carreteras diferentes que conectan
X conY, 3 carreteras diferentes que conectan Y con Z y 2 carreteras diferentes
gue conectan X con Z.

a. ¢Cuantas rutas distintas se pueden tomar para viajar de X a Z?

b. ¢Cuéntas rutas distintas se pueden tomar para viajar de X a Z y regresar a
X?

c. ¢Cuantas rutas distintas se pueden tomar para viajar de X a Z y regresar a
X por una ruta diferente ( al menos en un tramo ) a la de ida?

5. Las placas de los carros tienen 3 letras, seguidas de 3 digitos.
a. ¢Cuantas posibles placas existen?
b. ¢Cuéantas placas con letras que no se repiten existen?
c. ¢Cuantas placas con digitos que no se repiten existen?
d. ¢(Cuantas placas con letras y digitos que no se repiten existen?

Nota. Del alfabeto espafiol tomar sélo 26 letras (se descuentan la ch, Il y la i)

6. Un byte es una cadena de 8 bits.
. ¢Cuantos bytes comienzan con 1100?

a
b. ¢Cuantos bytes comienzan y terminan con 1?

134

¢Cuéntos bytes tiene el segundo o el cuarto ( 0 ambos ) bit igual a 1?
d. ¢Cuéntos bytes tienen exactamente un 1?

e. ¢Cuantos bytes tienen exactamente dos nimero 1?
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f.

g.
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¢Cuantos bytes tienen al menos un 1?

¢Cuéntos bytes se leen igual de derecha a izquierda y de izquierda a
derecha (ejemplo: 00111100)?

7. Se planea exhibir en un estante 3 libros diferentes de FORTRAN y 4 libros
diferentes de PASCAL.

a.
b.

o

¢De cuéntas maneras se pueden ordenar los 7 libros ( sin restricciones )?

¢De cuantas maneras se pueden ordenar los 7 libros si los lenguajes se
deben alternar?

¢De cuantas maneras se pueden ordenar los 7 libros si los libros de
FORTRAN deben estar juntos?

. ¢De cuéntas maneras se pueden ordenar los 7 libros si tanto los libros de
FORTRAN como los de PASCAL deben estar juntos?

8. De un grupo de 5 candidatos, entre los que se encuentra Alfonso y Rocio, se va a
elegir una directiva que consiste en un presidente, un tesorero y un secretario.

a.

¢De cuantas maneras se puede realizar la eleccion si Alfonso debe estar
incluido en la directiva?

¢De cuantas maneras se puede realizar la eleccién si Alfonso debe estar
excluido de la directiva?

¢De cuéntas maneras se puede realizar la eleccion si Alfonso y Rocio
deben estar excluidos de la directiva?

¢De cuantas maneras se puede realizar la eleccion si Alfonso y Rocio
deben estar incluidos en la directiva?

. ¢De cuantas maneras se puede realizar la eleccidn si Alfonso o Rocio debe

estar excluido de la directiva?

¢De cuantas maneras se puede realizar la eleccion si Alfonso o Rocio debe
estar incluido en la directiva?

. ¢De cuantas maneras se puede realizar la eleccion si se incluye a Alfonso y

a Rocio en la directiva, o se excluye a ambos?

¢De cuantas maneras se puede realizar la eleccion si se incluye a Alfonso
como presidente, o se lo excluye de la directiva?

9. Tenemos el siguiente conjunto de digitos { 1, 2, 3, 4, 5 } con los que formamos
nameros de 3 digitos

a.
b.

¢ Cuantos de estos nimeros existen?

¢Cuantos de estos nimeros no tienen digitos repetidos?

c¢. ¢Cuantos de estos nimeros comienzan con 1?

d.

¢ Cuéntos de estos nimeros comienzan con 1y no tienen digitos repetidos?
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e. ¢Cuantos de estos nimeros que no comienzan con 1 existen?

f. ¢Cuantos de estos nimeros que no comienzan con 1 y no tienen digitos
repetidos existen?

g. ¢(Cuantos de estos nimeros tienen al menos un 1?
10. Se tienen 5 libros distintos de computacién, 3 libros distintos de matematica y 2
diccionarios diferentes.
a. ¢De cuantas maneras diferentes se pueden colocar los libros en un estante?

b. ¢De cuantas maneras diferentes se pueden colocar los libros en un estante
de manera que los diccionarios queden a la izquierda y los libros de
matema@tica a la derecha?

c. ¢De cuantas maneras diferentes se pueden colocar los libros en un estante
de manera que los libros de matematica queden a la izquierda?

d. ¢De cuantas maneras diferentes se pueden colocar los libros en un estante
si los de una misma materia deben estar juntos?

e. ¢De cuantas maneras diferentes se pueden colocar los libros en un estante
si los 2 diccionarios no deben estar juntos?

f. ¢De cuantas maneras diferentes se pueden seleccionar 2 libros de diferentes
materias?

SECCION 5.5
PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

Dado el conjunto X ={ a, b, ¢ }. Con las 3 letras que conforman este conjunto, se
obtienen los siguientes 6 ordenamientos:
abc, acb, bac, bca, cab, cba.

A cada ordenamiento de éstos se le llama una permutaciéon del conjunto X o
permutacién de los objetos a, b, c. En este caso, los ordenamientos consideraron los
3 objetos dados. Sin embargo, se pueden considerar también ordenamientos de 2 de
los 3 objetos. Estos son:

ab, ba, ac, ca, bc, cb.

y se les da el nombre de permutaciones de 2 objetos del conjunto X. O, simplemente,
2-permutaciones de X.

DEFINICION | Dado unconjunto X de n elementos,

a. Una permutacion de X es una ordenacion de los elementos de X.
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b. Una r-permutacion de X, donde r < n, es un ordenamiento de un
subconjunto de X de r elementos.

Observar que una permutacion de X es una n-permutacion de X.

A una r-permutacién de una conjunto de n objetos también se le llama
permutacion de n objetos tomados derenr.

Denotaremos con P(n, r) al nimero de r-permutaciones de un conjunto de n
elementos.

| TEOREMA 5.4] EI niimero de r-permutaciones de un conjunto de n objetos es
Pin,n=nn-1)(n-2)...(n-r+1)

Demostracion

Una r-permutacién se obtiene en r pasos: Se selecciona el primer objeto, para éste
se tienen n posibilidades; se selecciona el segundo objeto, para éste se tienen n — 1
posibilidades; . . . ; se selecciona el r-ésimo objeto, para éste se tienen n —r + 1
posibilidades. Luego, de acuerdo, a la regla del producto, tenemos que:

P(n,r)=nn-1)(n-2)...(h-r+1).

| COROLARIO 5.5]a. El nimero de r-permutaciones de un conjunto de n objetos es
n!
(n-n)!
b. El nimero de permutaciones de un conjunto de n objetos es

P(n, n) =n!

P(n,r) =

Demostracion
a. A laigualdad obtenida en el teorema lo multiplicamos y dividimos por el nimero
r-D'=@r-)(r-2)x...x2x1:

nn-H(n-2)...(n—-r+)(r-)(r-2)x ... x2x1 _ nl!
(r=1)(r-2)x ...x 2x 1 ~ (n-r)!

P(n,r) =

¢De cuantas maneras se puede elegir un presidente, un secretario y
un tesorero de un grupo de 10 postulantes?
Solucion
Nos estdn pidiendo todas las posibles ordenaciones: presidente, secretario y
tesorero seleccionados de un conjunto de 10 personas. Es decir, nos estan pidiendo
P(10, 3). En consecuencia, la eleccion se puede hacer del siguiente ndmero de
maneras:
P(10,3)=10x 9 x 8 =720
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EJEMPLO 2| a. Hallar el nmero de permutaciones de las letras de la palabra

SOFTWARE.

b. Hallar el nimero de palabras de 4 letras (no necesariamente
significativas) que se pueden formar con las letras de la
palabra SOFTWARE si ninguna letra se repite.

Solucién
a. Nos piden las permutaciones de un conjunto de 8 objetos (letras). Este nimero es
P(8, 8) = 8! = 40.320
b. Nos piden las 4-permutaciones de un conjunto de 8 objetos. Este nimero es
P(8,4) =8 x 7 x 6 x5=1.680

EJEMPLO 3| Hallar el nmero de permutaciones distinguibles de las letras de la
palabra BANANA.
Solucién

Este problema es diferente al anterior. En BANANA, a diferencia de SOFTWARE,
algunas letras se repiten. Asi, la N se repite 2 veces y la A, 3 veces.

Como téactica inicial, distinguimos las letras que se repiten poniéndoles subindices,
del modo siguiente:
Bv Aly va AZI N27 A3

Ahora podemos asegurar que tenemos 6! = 720 permutaciones.

Considerando la letra N, que se repite 2 veces, estas 720 permutaciones las
agrupamos en grupos de 2! = 2, donde los 2 miembros de cada grupo so6lo se
diferencian por una permutacion de Nj, N,. Asi, un tal grupo lo conforman las 2
permutaciones:

B, A1, N1, Ay, No, Az Yy B, A1, Ny, Ay, Ny, Az

Cada uno de estos grupos de a 2, al quitar los subindices, nos queda s6lo una
permutacion. De este modo, de las 720 permutaciones, sélo nos quedan 729/2 = 360.
Ahora, considerando la letra A, que se repite 3 veces, agrupamos las 360
permutaciones en grupos de 3! = 6, donde los 6 miembros de cada grupo solo se
diferencian por una permutacion de Ay, A,, As. Asi, un tal grupo lo conforman las 6
permutaciones:
B, A, Ni, Az, Ny, Ag B, A, Ni, As, Np, A, B, Az Ny, Ag, Ny, Az

By A21 Nll A31 N2| Al 81 A3| Nl: Al! NZ! A2 Bl A31 Nl! AZI NZ! Al

Cada uno de estos grupos de a 6, al quitar los subindices, nos queda s6lo una
permutacion. De este modo, de las 360 permutaciones, s6lo nos quedan 360/2 = 60.

En conclusion, existen 60 permutaciones distinguibles de las letras de la palabra
BANANA.
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Siguiendo el argumento del ejemplo anterior se logra el siguiente resultado:

[TEOREMA 5. 6| Siunasucesion S de n objetos tiene n; objetos idénticos el tipo

1, n, objetos idénticos del tipo 2, . . ., ny objetos del tipo k.
Entonces el nimero de permutaciones distinguibles de S es
n!
ming! ... ng!

EJEMPLO 4| Hallar el nimero de palabras distinguibles que se pueden formar

con las letras de la palabra MISSISSIPPI.
Solucién

MISSISSIPPI tiene 11 letras: 1 M, 4 1,4 Sy 2 P. Luego el nimero de palabras
distinguibles que se pueden formar con las letras de MISSISSIPPI es

11

—— =34.650
Ux4lx41x 2!

COMBINACIONES

En las permutaciones, el orden es parte esencial. En cambio, en las combinaciones
prescindimos de él.

DEFINICION | Dado un conjunto X de n elementos. Una r-combinacién de X,

donde r < n, es una seleccion no ordenada de r objetos de X; es
decir, un subconjunto de r elementos de X.

A una r-combinacion se le llama también combinacion de n
objetos tomando r a la vez.

El nimero de r-combinaciones de un conjunto de n elementos se denota por
C(n, 1)

TEOREMA 5. 7] El nlimero de r-combiaciones de un conjunto de n objetos es
n!
(n=r)!r!

C(n,r) =

Demostracion

Toda r-permutacion del conjunto X de n objetos se obtiene en 2 pasos sucesivos.
Pase 1: Se selecciona una r-combinacion, o sea un subconjunto de r objetos de X.

Paso 2: Se toman todas las permutaciones del subconjunto de r objetos,
seleccionado en el paso 1.
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Luego, por la regla del producto, se tiene
P(n,r)=C(n,r) xr!
n!
P(n, r) _ W _ n!

De donde, C(n, r) = =
r! r! (n—r)ir!

EJEMPLO 5| ¢De cuantas maneras se puede seleccionar un comité de 5 personas
de un conjunto de 12 personas?
Solucién

Como en el comité no es ordenado, nos estan pidiendo:

12! 121 12x11x10x9x8x 7!

C(12, 5)

(12-5)Ix5!  7Ix5! 715!

12x11x10x9x8 _ 12x11x10x9x8
5! 5x4x3x2x1

=11x9%x8=792

EJEMPLO 6| Se tiene un grupo de 12 personas, conformado por 8 mujeres y 4

hombres. {De cuantas maneras de se puede seleccionar un comité
de 5 personas de las cuales 3 sean mujeres y 2 sean hombres?
Solucion

La seleccién del comité de 5 personas, 3 mujeres y 2 hombres, se puede hacer en 2
pasos: Se selecciona a las mujeres, se selecciona a los hombres.

De las 8 mujeres deben seleccionarse 3. Esto se hace del siguiente nimero de
maneras:
8l 8
(8-3)Ix3!  5Ix3l

C(8,3)=

De los 4 hombres se seleccionan 2. Esto se hace del siguiente nimero de maneras:

4 4
(4-2)Ix21  2x2!

C@4,2) =

Por la regla del producto, la seleccion del comité de 5 personas, de las cuales 3 son
mujeres y 2 son hombres, se hace del siguiente nimero de maneras:

C(8,3) x C(4, 2) =56 x 6 = 336
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EJEMPLO 7| Se tienen 9 libros.

a. ¢De cuantas maneras se pueden seleccionar 5 de ellos si un libro
especifico siempre debe estar incluido?

b. ¢(De cuantas maneras se pueden seleccionar 5 de ellos si un libro
especifico siempre debe estar excluido?
Solucion

a. Como de los 9 libros un especifico de ellos siempre debe estar, de los 8 restantes
debemos elegir los 4 que faltan. Esto se hace de C(8, 4) maneras. Esto es,

8! 8 _ 8x7x6x5 _ 8x7x6x5 _

70

C(8,4) = : = =
®4 (8-4)Ix4l 414 4 4x3x2x1

b. Como de los 9 libros un especifico de ellos debe ser excluido, de los 8 restantes
debemos elegir los 5 que nos piden. Esto se hace de C(8, 5) maneras. Esto es,

8l _ 8 8x7x6 _ 8x7x6 _

C(8,5) = - = = = =
(8.5) (8-5)Ix5!  3Ix5l 3 3x2x1

56

EJEMPLO 8| a. (Cuéntas manos de 5 cartas se pueden obtener de una baraja

estandar de 52 cartas?

b. {Cuantas manos de 5 cartas que no tienen cartas de corazones se
pueden obtener?

c. ¢Cuantas manos de 5 cartas que tienen, por lo menos una de
corazones, se pueden obtener?
Solucion

a. Como el orden de las cartas de una mano no interesa, nos estan pidiendo el
nimero de subconjuntos de 5 elementos, que se pueden seleccionar de un
conjunto de 52 objetos. Esto es,

521 52x51x50x49x48

C(52,5) = = =13 x 17 x 10 x 49 x 24 = 2.598.960
471x 5! 5x4x3x2x1

b. Como no queremos que las manos tengan corazones, quitamos las 13 cartas de
este tipo (corazones) y la seleccion la hacemos de las 39 restantes. Por lo tanto, el
ntmero de manos de 5 cartas que no tienen corazones es

390 39x38x37x36x35
34!x 5! 5x4x3x2x1

=13 x19x 37 x9x7=575757

C(39,5) =

c. El nimero de manos de 5 cartas que tienen por lo menos una carta de corazones
es igual al nimero total de manos menos el nimero de manos que no tienen cartas
de corazones. Esto es,

C(52,5) - C(39, 5) = 2.598.960 — 575.757 = 2.023.203
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PROBLEMAS RESUELTOS 5.5

PROBLEMA 1| De todas las cadenas de 7 bits ¢cuantas tienen 4 nimeros 1?

Solucién

De las 7 posiciones de una cadena seleccionamos 4. Una vez seleccionadas las 4
posiciones, como en todas vamos a colocar el mismo bit 1, el orden de ellas no
interesa. Luego, tal nimero de cadenas es

1
C(7,4): ﬁ =35
i X 41

|[PROBLEMA 2| ;De cuéantas maneras se puede sentar en una hilera de 8 sillas a
un grupo de 4 mujeres y 4 hombres si éstos deben sentarse
intercalados?

Solucién

Para iniciar la distribucion tenemos 2 alternativas: comenzar con una mujer o
comenzar con un hombre. Si comenzamos con una mujer, para ocupar la primera
silla tenemos 4 posibilidades. Para ocupar la segunda silla, que corresponde a un
hombre, también se tienen 4 posibilidades. Para la tercera posicién, tenemos 3
posibilidades (3 mujeres). Para la cuarta tenemos 3 posibilidades (3 hombres) y asi
sucesivamente hasta ocupar la Gltima silla. El siguiente diagrama ilustra el proceso.

41413132 ]2]1]1

De acuerdo a la regla del producto, existen
Ax4x3x3x2x2x1x1=41x41= 576

maneras de sentar intercalados a 4 mujeres con 4 hombres, comenzando con una
mujer.

Si comenzamos con un hombre, el mismo argumento anterior nos lleva a concluir
gue tenemos el mismo ndimero de maneras:

AxA4x3x3x2x2x1x1=41x41= 576

Por altimo, la regla de la suma nos permite afirmar que hay 576 + 576 = 1.152
maneras de sentar en una hilera de 8 sillas a 4 mujeres y 4 hombres, sentados en
forma intercalada.

Veamos otra forma de resolver este problema. Comenzamos con las mujeres. Se
distribuyen las 4 mujeres en los 4 puestos impares: 1, 3, 5y 7. Esto se puede hacer de
41 maneras. Ahora, se distribuyen los 4 hombres en los 4 puestos pares: 2, 4, 6y 8.
Esto se puede hacer también de 4! maneras. Por la regla del producto, en total
tenemos 4! x 41 = 576 maneras. En forma analoga, si comenzamos con los hombres
obtenemos otras 4! x 4! = 576 maneras. Por la regla de la suma, el total se tiene 2 x
41 x 41 =1.152 maneras.
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Los argumentos anteriores nos conducen al siguiente resultado general:

El nimero de permutaciones en linea e intercaladas de n objetos de un tipo
con otros n objetos de otro tipo es 2(n! x n!)

|[PROBLEMA 3| ¢De cuéntas maneras se pueden sentar 8 personas alrededor de
una mesa redonda?

Solucion

En una distribucion circular, a diferencia de una distribucién lineal, las posiciones
de los puestos indistinguibles. Esto trae como resultado que, al escoger cualquier
posicién como punto inicial, las 8 posibles elecciones dan un sélo resultado, ya que
7 de ellas son simples rotaciones de una inicial. El siguiente diagrama ilustra este
hecho para el caso de 4 personas.

Punto inicial Punto inicial Punto inicial Punto inicial

Una vez elegido un asiento inicial, las 7 personas las podemos permutar en las 7

posiciones restantes, y esto se puede hacer de 7! = 5.040 maneras.
Este argumento nos lleva a concluir el siguiente resultado general:

El nimero de permutaciones circulares de n objetos es (n—1)!

PROBLEMA 4| ;De cuantas maneras se puede sentar a un grupo de 4 mujeres y

4 hombres alrededor de una mesa redonda en forma intercalada?
Solucion

En una distribucion circular, como no hay primera ni Gltima silla, da igual
comenzar la distribucién con una mujer o con un hombre. Elegimos una silla inicial y
alli sentamos a una mujer (o a un hombre). Nos quedan 3 mujeres para sentarlas en 3
posiciones. Esto se puede hacer de 3! maneras. Los 4 hombres son distribuidos en 4
posiciones. Esto se puede hacer de 4! maneras. Finalmente, por la regla del producto,
las 4 mujeres y los 4 hombres se pueden sentar alrededor de una mesa redonda en
forma intercalada de 3! x 4! = 144 maneras.

El argumento anterior nos lleva a concluir el siguiente resultado general:

El nimero de permutaciones circulares e intercaladas de n objetos de un tipo
con otros n objetos de otro tipo es (n—1)! x n!
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.5

=

N

9.

10.

11.

Hallar el valor de

a. P(n,n) b. P(n,n-1) c. Ph+1,n-1)

d. C(n,n) e. C(n,n-1) f.Cn+1,n-1)
Probar que

a. P(h,n)=nP(h-1,n-1) b.C(n,r)=C(n,n-r)

c. Ch+1,n=C(n,r =1)+C(n,r) d.Cn,rn=C(h-1,nN+C(n-1,r -1)

Seax={a,b,c,d} Hallar
a. El nimero de 3-permutaciones de X b. EI nimero de 3-combinaciones de X

¢De cuantas maneras se puede seleccionar de un grupo de 7 candidatos un
presidente, un secretario y un tesorero?

¢De cuantas maneras se puede seleccionar de un grupo de 7 candidatos un comité
de 3 miembros?
¢Un equipo de basketball cuenta con 10 jugadores uniformados.
a. ¢De cuantas maneras se puede iniciar el juego con 5 jugadores?
b. ¢De cuantas maneras se puede iniciar el juego con 5 jugadores si el jugador
mas alto y el més bajo entran al comienzo?

En un billetera hay un billete de 5 Bs, uno de 10 Bs, uno de 20 Bs, uno de 50 Bs
y uno de 100 Bs. ;Cuantas sumas distintas de dinero se pueden obtener sacando 2
billetes?

En un billetera hay un billete de 5 Bs, uno de 10 Bs, uno de 20 Bs, uno de 50 Bs
y uno de 100 Bs. ;Cuantas sumas distintas de dinero se pueden obtener sacando 1
0 mas billetes?

¢ Cuantos bytes ( cadenas de 8 bits ) contienen exactamente 3 ceros?
¢ Cuéntos bytes contienen exactamente 3 ceros seguidos y 5 unos?

Una reunién de condominio estad conformado por 6 hombres y 7 mujeres.

a. ¢De cuantas maneras se puede seleccionar un comité formado por 3 hombres
y 4 mujeres?

b. ¢De cudntas maneras se puede seleccionar un comité de 4 personas donde
todos son hombres?

c. ¢De cuantas maneras se puede seleccionar un comité de 4 personas que
contenga, al menos, una mujer?
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d. ¢De cuantas maneras se puede seleccionar un comité de 4 personas que
contenga, a lo sumo, un hombre?

e. ¢De cuantas maneras se puede seleccionar un comité de 4 personas que
contenga personas de ambos sexos?

f. ¢De cuantas maneras se puede seleccionar un comité de 4 personas en tal
forma que Juan y Maria no estén juntos (ambos estan en la reunion)?
12. Se tiene una baraja de poker de 52 naipes.
a. ¢De cuantas maneras se pueden arreglar las 52 cartas?
b. ¢Cuéantas manos de 5 cartas, donde todas son espadas, existen?

c. ¢Cuéntas manos de 5 cartas, donde todas son del mismo palo (espadas,
corazones, tréboles o diamantes), existen?

d. ¢Cuéantas manos de 5 cartas, donde 3 son de una misma denominacion (el
mismo numero) y 2 de otra, existen?

®

¢Cuantas manos de 5 cartas, donde 2 son de una misma denominacion (el
mismo ndmero), 2 de otra y una de una tercera, existen?

13. En una caja hay 8 bolas rojas y 7 negras. ;De cuantas maneras pueden sacarse de
la caja 5 en tal forma que
a. Las 5 sean rojas b. Las 5 sean negras

C. 2 sean rojas y 3 sean negras d. 3 sean rojas y 2 sean negras

14. Se tira un moneda 6 veces y se anotan los resultados
a. ¢Cuantos resultados posibles existen?
b. ¢Cuantos resultados tienen exactamente una cara?
¢. ¢Cuantos resultados tienen exactamente 2 caras?
d. ¢Cuantos resultados tienen a lo sumo 3 caras?

e. ¢Cuantos resultados tienen la misma cantidad de caras que de sellos?

15. En un salén de 15 estudiantes de matematica 2 son mujeres .
a. ¢De cuéntas maneras se puede seleccionar 2 estudiantes?
b. ¢De cuantas maneras se puede seleccionar 2 estudiantes hombres?

c. ¢De cuantas maneras se puede seleccionar un conjunto de 2 estudiantes que
contenga exactamente una mujer?

d. ¢De cuantas maneras se puede seleccionar un conjunto de 2 estudiantes que
contenga al menos una mujer?
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16. Sea la palabra GROUP.
a. ¢Cuantas permutaciones de las letras de esta palabra existen?

b. ¢Cuéntas permutaciones de las letras de esta palabra que tienen las 2 vocales
juntas existen?

c. ¢Cuantas permutaciones de las letras de esta palabra que tienen la O antes
que la U (como GROUP, ORGUP, etc. ) existen?
17. ¢Cuantas permutaciones distinguibles de las letras de una de las siguientes
palabras existen?
a. PASCAL b. CARACAS c. KIKIRIGUIKI
18. Si del alfabeto espafiol quitamos la letras ch, Il y fi nos quedan 26 letras, de las
cuales 21 son consonantes y 5 son vocales. Con estas 26 letras formamos

palabras de 6 letras ( no distinguimos entre mayusculas o mindsculas ). ¢ Cuantas
de esas palabras tienen:

a. Exactamente una vocal b. Exactamente 2 vocales
¢. A lo mas una vocal d. Al menos una vocal

e. Al menos 2 vocales

19. a. ;De cuantas maneras 7 personas pueden formar una cola?

b. ¢De cuantas maneras 7 personas pueden sentarse alrededor de una mesa
circular?

c. ¢(De cuantas maneras 7 personas pueden sentarse alrededor de una mesa
circular si 2 de ellas insisten en sentarse juntas?
20. a. ¢;De cuéantas maneras 5 argentinos y 5 venezolanos forman una cola?

b. ¢De cuantas maneras 5 argentinos y 5 venezolanos forman una cola si
cualquier par de argentinos no pueden estar juntos?

c. ¢(De cuantas maneras 5 argentinos y 4 venezolanos forman una cola si
cualquier par de argentinos no pueden estar juntos?
21. a. ¢De cuéntas maneras 5 argentinos y 5 venezolanos pueden sentarse alrededor
de una mesa redonda?

b. ¢ De cuantas maneras 5 argentinos y 5 venezolanos pueden sentarse alrededor
de una mesa redonda si cualquier par de argentinos no pueden estar juntos?

c. ¢ De cuantas maneras 8 argentinos y 8 venezolanos pueden sentarse alrededor
de una mesa redonda si cualquier par de argentinos no pueden estar juntos?
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BREVE HISTORIA DE LOS SISTEMAS NUMERICOS

Los ndmeros naturales aparecen en la historia del hombre desde muy temprano,
desde que el hombre primitivo sinti6 la necesidad de contar. Sin embargo, su estudio
sistematico se inicia en la Grecia Antigua, alrededor del siglo VI A. C., con Tales de
Mileto (640-547 A. C.) y Pitagoras (580-500 A. C.). Pitagoras, después de viajar por
Mesopotamia y Egipto, se establecié en Crotona, en el sur de Italia. Alli fund6é su
famosa Escuela Pitagdrica, que fue una asociacion secreta dedicada al estudio de la
filosofia, matematica, ciencias naturales. En el centro de la filosofia pitagérica se
encontraban ciertas creencias miticas de los nimeros naturales. Predicaba que todo
lo existente: la matematica, la fisica, la moral, la metafisica y, en general, el

universo entero, puede ser construido a partir de los nimeros naturales.

Fue humillante y desbastador para los pitag6ricos cuando
uno de sus miembros, Hipaso de Metaponto, descubrié que

no podia obtener, a partir de los naturales, el nimero

irracional /2 . Esta parte de la historia la relatamos al final

del capitulo 2.

El descubrimiento de los irracionales trajo consigo la primera de las tres crisis en
los fundamentos de la matematica. Esta fue, en gran parte, solucionada por
Eudoxio de Cnido (408-355 A. C.), mediante su Teoria de las Proporciones,

expuesta en el Libro V de los Elementos de Euclides.

La segunda crisis en los fundamentos de la matematica tuvo lugar después que
Newton (1642-1727) y Leibniz (1646-1716) inventaran el calculo, a finales del
siglo XVII. Muchos matematicos, fascinados con el poder de esta nueva ciencia,
lograron muchos resultados, descuidando sus correspondientes justificaciones. Esto
trajo como consecuencia la aparicion de paradojas. Con el objeto de enfrentar estas
dificultades, el matematico francés Agustin Cauchy (1789-1857) comenzo el estudio
riguroso del célculo usando el concepto de limite. Esta ideas las expone en su libro
Cours d’Analyse publicado en 1821. Para la exposicion de sus ideas se precisaba

una construccion sistematica del sistema de los nameros reales. Esto lo logra, en
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1872, Richard Dedekind (1831-1916), mediante ciertos subconjuntos disjuntos de

numeros racionales, que ahora se los llama las cortaduras de Dedekind.

COURS D'ANALYSE

Richard Dedekind

1831 -1916

L’ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE;

Ausstellung zur 175, Wiederkehs
des Geburtstages am 6, 10. 2006

Agt{stl'n Cauchy

Gerg Cantor (1845-1918) y Karl Weierstrass (1815-1897) consiguieron el mismo
objetivo, pero con otro método mas manipulable y mas practico, utilizando
sucesiones convergentes de nimeros racionales. La segunda crisis es solventada y
vuelve a renacer, en parte, la idea de Pitagoras, logrando que los nimeros naturales
constituyan los ladrillos del edificio de la matematica. Esta vez el promotor de tal
idea es Leopoldo Kronecker (1823-1891) a quien se le atribuye la frase "Dios cre6

los nimeros naturales, lo demas es obra del hombre™'.

Dios creo los numeros naturales,
lo demads es obra del hombre

Leopoldo Kronecker

Karl Weierstrass

Peano nos presento el sistema de los nimeros naturales axiomaticamente, donde el
concepto de ndmero natural es un concepto sin definicion. A continuacion
presentamos un modelo para este sistema. En primer lugar definimos el sucesor de

un conjunto cualquiera A, s(A), como:

s(A) =AU {A}.
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Ahora establecemos:
0=0
1=5(0) =2 {2} = {2}
2=s(1)={2Yu{{2}} = {2.{z}}
3=52) ={2, {gHU{{z {2}}} = {o {zH{z {2}}}

etc.
No es muy dificil probar el conjunto determinado por los elementos antes
definidos, {0,1,2,3,4,...} satisface los axiomas de Peano. Ahora, emulando a

Kronecker, podemos decir: Dios creé al vacio, lo demas es obra del hombre.
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CHARLES SANDERS PIERCE
(1839-1914)

CHARLES SANDERS PIERCE es considerado como el mds original y mds versatil
intelectual norteamericano. Produjo trabajos relevantes en muchos campos:
matemdtica, logica, filosofia, astronomia, quimica, geologia, cartografia, sicologia,
econometria, etc. Es fundador del pragmatismo, un movimiento filosofico
dominante en Ameérica a fines del siglo XIX y comienzos del siglo XX.

Charles Sanders Pierce nacié en Cambridge, Massachusetts, Estados Unidos, en
septiembre de 1839. Estudio en la Universidad de Harvard, donde se gradud de
quimico en 1863. Desde 1879 a 1884 enserio logica en la Universidad de Johns
Hopkins, en Baltimore, Maryland.

En 1883, Peirce publica el articulo, "The Logic of Relatives" en el que, basindose
en los trabajos de Boole y de De Morgan, hizo una novedosa presentacion de su
teoria de las relaciones, tratadas éstas como entes matemdticos. En esta teoria, los
pares ordenados pasan a jugar el papel primordial, tal cual como se concibe
actualmente el concepto de relacion.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Charles S. Pierce nace cuando gobernaba Venezuela el General José Antonio Pdez y
muere el mismo ario que estalla la Primera Guerra Mundial (1914).
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SECCION 6.1
INTRODUCCION

El concepto de relacién lo encontramos presente en todos los ambitos del qué hacer
humano. Asi, en la vida diaria tenemos las relaciones “es padre de”, “es esposo de”,
“es el jefe de”, etc. y en la matematica tenemos las relaciones “es paralelo a”, “es

menos que”, “es la suma de”, etc.

Examinemos de cerca la relacion “es esposo de”. En la forma que estamos
presentando esta relacidn, su significado es vago. Si queremos ser mas precisos
debemos indicar que esta relacion se cumple entre el conjunto H de hombres y el
conjunto M de mujeres de cierta comunidad. Adn mas, en lugar de decir “es esposo
de” es mas significativo decir “x es esposo de y”. Pero, entonces lo que tenemos es la
funcidn proposicional

(H, M, E(x, y) ),

donde E(X,Y) : x es esposo de y, H es el dominio de la variable x y M es el dominio
de la variable y.

Esta definicion es perfectamente legal, pero no es comoda para trabajar con ella.
Buscamos una definicion mas practica y mas manipulable.

La relacidn “x es esposo de y” selecciona pares ordenados del producto cartesiano
H x M. En efecto, nos proporciona las parejas (x, y) € H x M que estdn casadas; es
decir, los pares (x, y) tales que la proposicion “x es esposo de y” es verdadera. Pero el
conjunto de las parejas casadas no es otra cosa que el dominio de verdad de la
funcién proposicional (H, M, E(x, y)). Pero este dominio de verdad es un
subconjunto de H x M.

Como resumen de lo explicado, concluimos que una relacion entre dos conjuntos
X e'Y es un subconjunto del producto cartesiano X x Y. Este sera el punto de vista
que adoptaremos para definir una relacion.

Las relaciones pueden ser clasificadas de acuerdo al nimero de objetos que
conectan. Las que conectan dos elementos, como “x es esposo de y”, es una relacién
binaria. Las que conectan tres elementos, como “z es la suma de x e y”, es una
relacion ternaria, etc. En general, una relacion n-aria es una relacién que conecta n
elementos, donde n es un natural mayor o igual a 1. Si n = 1, tenemos una relacién
unitaria. Nuestro interés se concentrara mayormente en las relaciones binarias, a las
que llamaremos simplemente relaciones.
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SECCION 6.2
RELACIONES BINARIAS

DEFINICION, Sean X e Y dos conjuntos. Una relacién de X en Y es un

subconjunto R del producto cartesiano X x Y. Es decir,

Resunarelacionde X en Y < RC X«xY.
El conjunto X es el conjunto de partida de la relacion R, y el conjunto Y es el
conjunto de llegada.

En el caso particular de que Y = X, en lugar de decir que R es una relacién de X en
X, diremos que R es una relacion en X.

Los elementos de R son pares ordenados. Si (X, y) es un elemento de R, en lugar de
escribir (x, y) € R, escribiremos x R y. Es decir,

x,¥) e R & xRy
X Ry se lee "X esta relacionado con y, segun la relacion R".
Usaremos las letras R, S, T, etc., para representar relaciones.

EJEMPLO1| Si X=9{a b, c,d}y Y={1 2 3,4, 5}, los siguientes

subconjuntos de X x Y son relaciones de X en V:
a. R={(a,2),(,1), (04, 5} b S={(®73),(c 4}
c. T={(@ 1)} f. XxY g. &

De todas estas relaciones de X en Y, la que tiene mas elementos es la relacion
X xY y laque tiene menos es la relacion vacia &.

EJEMPLO 2| Lasiguienterelacion S en R

S={(xy)eRxR /x<y}
es la relacién “menor o igual” en R. En este caso,
XSy <& x<y

EJEMPLO 3| Sea U el conjunto referencial. La relacidn de inclusién en g (U) es

la relacion
R={(A,B)e p(U)x pU) / ACB}.
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EJEMPLO 4| Sea P el conjunto de proposiciones. La relacion
R={(pa)ePxP/p=q}

es la relacion de implicacion logica en 2.

EJEMPLO 5| Sea X un conjunto no vacio. La siguiente relacion en X

Ik={(x,x) / xeX}

es llamada relacion diagonal en X o relacion
identidad de X. En este caso,

xlyy < x=y
La relacion Iy no es tra cosa que la relacion de igualdad en X.

[TEOREMA 6.1|Si #X =m y #Y = n, entonces existen 2" relaciones de X en Y.

Demostracion
Resunarelacionde XenY < RcC XxY & Re p(XxY).
Luego, el nimero de relaciones de X en Y es

# (X x Y) = 27000 = 2™

2
COROLARIO| Si #X =m, entonces existen 2" relacionesen X.

EJEMPLOG6|Si Xx={a,b,c}e Y={1,2 3, 4,5} entonces el nimero de

relaciones de X enY es
206 =215 =32 768

DOMINIO E IMAGEN DE UNA RELACION
Sea R una relacion de X en Y. El dominio de R es el conjunto

dom(R)={x e X/(x,y) e R, paraalguny e Y },
y el rango o imagen de R es el conjunto

rang(R) ={y e Y/(x,y) e R, paraalgin x € X }.
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En otros términos, el dominio de una relacion es el conjunto formado por las
primeras componentes de los pares ordenados que constituyen la relacion. El rango
es el conjunto formado por las segundas componentes.

Six={ahb,cd}Y={12345}y Rc XxY eslarelacion
R={(a2), (b 1), (b 4),( 5}
tenemos que
dom(R)={ab,c} y rangR)={1,24,5}

REPRESENTACION GRAFICA DE RELACIONES

Existen varias formas de representar graficamente una relacion. Las mas usuales
son la representacion cartesiana, la representacion matricial y la representacion
sagital.

REPRESENTACION CARTESIANA

Cuando el conjunto de partida y el de llegada de una relacién son subconjuntos de

R, la relacién tiene una representacidn cartesiana. Para esto, se toman como abscisas
los elementos del conjunto de partida y como ordenadas, el conjunto de llegada. En
el plano se marcan los pares ordenados que conforman la relacién.

Si X ={abcd} Y={12345} yRlarelacion
R={(a,2),(b,1), (b 4), (c,5}

la representacion cartesiana de R es la siguiente

Y
(c,5)
5 [ ]
4 o (b, 4)
3
2| e@2
1 (b, 1)
a b c d X

REPRESENTACION MATRICIAL

La representacion matricial se usa cuando los conjuntos de partida y de llegada de
la relacion son conjuntos finitos y con pocos elementos.

Para obtener tal representacion se asigna a cada elemento del conjunto de partida
una fila y a cada elementos del conjunto de Ilegada una columna.
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Si (x, y) esta en la relacion, en la interseccion de la fila que corresponde a x con la
columna que corresponde a y, escribimos 1. En el caso contrario, escribiremos 0. La
configuracién rectangular de ceros y unos que se obtiene se llama matriz de la
relacion. Asi, la matriz de la relacion del ejemplo anterior es

Rl 2 3 405

afjo 1 000 01000
b{1 0 0 1 0 10010
cl0 0001 0 00001
d|i0 0 0 0O 0 00O00O O

Observar que la matriz tiene 4 filas, que es el nimero de elementos de X, y 5
columnas, que es el ndmero de elementos de Y. Este hecho se expresa diciendo que la
matriz es de orden 4x5.

REPRESENTACION SAGITAL

La representacion sagital es la mas usada de las representaciones. Esta, igual que la
matricial, se usa cuando los conjuntos de partida y llegada son finitas. La
representacion sagital se obtiene representando mediante diagramas de Venn el
conjunto de partida y el de llegada. Luego se unen con flechas los elementos
relacionados. Asi, la representacion sagital de la relacion del ejemplo 8 es el
siguiente diagrama de la izquierda.

R

i

Si en una relacion, el conjunto de partida y el de llegada coinciden, ésta se
representa mediante un solo diagrama de Venn y las flechas se representan

interiormente. Asi, la siguiente relacion Sen X={a,b,c,d}

s={(abh), (bb), (ac¢)(ad), (bc) (dd}

es representada en el diagrama anterior de la derecha

RELACION INVERSA

Tenemos que:  xespadredey < yeshijodex.

Podemos decir que la relacion “es hijo de” es inversa de la relacion “es padre de”.
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DEFINICION| SeaR unarelaciéon de X en Y. Se llama relacion inversade R a la

relacion R™ de Y en X dada por

R'={(y,x)eYxX / (x,y)eR}
O sea, yR'x <& xRy
Observar que se verifica que
1.dom(R™) =rang(R) 2. rang(R™) = dom(R)

EJEMPLO9| Si X={a/b,c}, Y={1,2,34} y RcXxY esdado por

R={(a 3),(a 1), (b, 1), (c, 4) }, entonces
R*={(3a),(1a), (L b) (40)}

Ademas,

domR™Y)={1,3,4}=rang(R) y rangR™")={a,b,c}=
R-1

dom(R)

El siguiente teorema dice que la inversa de la inversa de una relacién es ella
misma.

[ TEOREMA 6.2] SiR es una relacién de X en Y, entonces
(RH™=R

Demostracién
xyYeRHY' < xRYHy @ yR'x & xRy < (x,y)eR
Luego, (RM)™*=R.

COMPOSICION DE RELACIONES
Sea R una relacién de X en Y y S una relacion de Y en Z. Se llama

composicion de R con S a la siguiente relaciéon de X en Z
SoR ={(x,2)eXx Z [ dyeYtalquexRy A ySz}

Osea, Xx(S°R)z < 3yeY/ xRy A ySz
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Para definir la composicion de R con S es necesario que el conjunto de llegada de
R sea igual al conjunto de partida de S. Este requisito puede ser aligerado: Podemos
pedir que el conjunto de llegada de R esté contenido en el conjunto de partida de S.

Observar que el orden en que se escriben R y S en la composicion de S o R es
inverso al orden en que sedan Ry S.

[EJEMPLO 10| Sean X ={2,3,5}, Y={abc,d} yz={1,49}
SeaRde XenY yseaSdeY enZdadas por,
R={(2a), 2.d), 30, 5a} s={@9) (b1 @49}

Entonces

SoR:{(z 9) 2,4), 5.9}

560 0€

[ TEOREMA 6.3] La composicién de relaciones es asociativa.

Si Res unarelacion de Xen Y, Sesunarelacionde YenZy T
es una relacion de Z en W, entonces

To(SoR)=(ToS)oR

To(SoR)
SoR

R S T

—_— | —

ToS
w/



206 Capitulo 6. Relaciones

Demostracion

x[To(SeR)]w < 3FzezZ/ x(S°R)z A zTw
3zezZ/ (3yeY/ xRy A ySz) A zTw
3yeY/ xRy A (3zeZlySz A zTw)

dyeY/xRy A y(TeS)w

8 ¢ 00

x[(TeS)eoR]w

Luego, To(SoR)=(TeS)oR.

El siguiente teorema nos dice que la inversa de una composicién es igual a la
composicién de las inversas, pero con el orden permutado.

TEOEMA 6.4| Si R es una relacion de X en Y y S es una relacion de Y en Z,

entonces

(SeR)'=R"os™
(SoR)?

Demostracion. R1oS1

z(S°R)'x < x(S°R)z<> 3JyeY/ xRy A ySz
< 3dyeY/ yR*x A zSty < 3yeY/ zSty A yRx

o z(R1ost)x

Luego, (SeR) =R o S™,

PROBLEMAS RESUELTOS 6.2

| PROBLEMA 1] Hallar todas las relaciones definidas en el conjunto X = { a }

Solucion
Como X ={a}, tenemosque X x X = X2 ={(aa)}
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Las relaciones en X = { a } son los elementos del conjunto potencia g (X %).
como X% ={ (a, a) } es unitario, g (X ) tiene s6lo dos elementos:

px)={2.{(aa)}}= {®x}

Luego, en X solo existen dos relaciones: R;=& y R,= X ?

PROBLEMA 2| Seax={2,3,4},Y={4,56,7}yR larelacionde Xen Y:

XRy < xdividea y
a. Hallar los elementos de R.
b. Representar a R matricialmente y sagitalmente.
c¢. Hallar dom(R) y rang(R).

d. Hallar la relacién inversa R

Solucion
a. R={(2,4),(26),(3,6),(44)}
R
b. 456 7 - —y
1010 v
M=3 [0 0 1 0 >
1000

c. domR)={2,3,4}=X.  rangR)={4,6}.
d R"={(42),(2),(,3) (44}

PROBLEMA 3|Si X={1,2,3,4,5},Y={1,4,6,9, 16,25}, Z={2,3,8,25/2},

Reslarelacionde XenY dadapor xRy< y= x2,
SeslarelacibndeYenZdadapor ySz < y=2z

Hallar a. SoR b. Rtos™
Solucién

Tenemos que: R={(1,1), (2 4),(3,9), (4 16), (5 25) }
s={(4,2), (6, 3), (16, 8), (25,25/2) }
Luego,

a. ScR={(2,2), (4,8),(5, 25/2) }
b. R es=(SoR)™"={(22),(8 4) (25/2,5) }
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PROBLEMAS PROPUESTOS 6.2

1. Sean Xx={3,57}, Y={1,3,11,17} y RcXxY larelacion
XRy < x+y<15
Hallar: a. dom(R) b.rang(R), c. La matriz de R d. R™
2. Sean X ={0,1,-1,2} Y={4-352}2={43T7ryseanRyS las
relaciones
RcXxY: xRy & (x+y)espar.
ScYxZ: ySz < (y—z)esimpar

Hallar: a. SoR b.Rto g7

3. Sea X={a, b} ;Cuantas relaciones en X existen?
4. Ry Sson las relaciones en N" = N — {0}, dadas por
R={(n,2n)/neN} s={(n3n)/neN"}

Hallar: a. SoR b. Rtos™
5. Representar en el plano cartesiano las siguientes relaciones en R.
) x2 yz
a. xRy & y=>x b. xSy<:>T+Tgl

Hallar el dominio y el rango de cada una de ellas.

6. Si X={abc}yvY={m}
a. ¢Cuantas relaciones de X en Y se pueden definir?
b. Hallar todas estas relaciones.

7. SiResunarelacion de X en 'Y, probar que:
a. Roly = R b. Iy°oR = R
8. Si Ry Sson dos relaciones de X en Y probar que
R'=S" < R=S
9. a. Hallar dos relaciones Ry Stalesque SR = RoS.

b. Hallar dos relaciones R y Stalesque SR = Ro S,
c. ¢Es la composicion de relciones una operacion conmutativa?

10. SiR y Ssonrelaciones de X en'Y, probar que
a. dom(RUS) =dom(R) Udom(S). b. rang(R U S) = rang(R) U rang(S)

b. dom(RNS) < dom(R) Ndom(S). d. rang(RNS) < rang(R) N rang(S).
e. dom(R) —dom(S) © dom(R-S). f. rang(R)—rang(S) — rang(R - YS).
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11. SiRy Sson relaciones de X en Y, probar que
a.RUS)™'=R*US™ b. RNS)?*=R*NS™ c.(R-9)*'=Rt-s

12. Sea R una relacién de X en Y. Se llama relacion complementaria de R, a la
relacion R de X en Y del modo siguiente:
XRy < (x,y) ¢R. Osea R =XxY-R
Probar que

(R)*=R?

SECCION 6.3
RELACIONES EN UN CONJUNTO

En esta seccién y en las siguientes nos ocuparemos de estudiar las relaciones
definidas en un conjunto; es decir, de las relaciones en las que el conjunto de partida
coincide con el de llegada.

En el conjunto R de los nimeros reales se tienen dos relaciones de esencial
importancia: La relacion de igualdad y la relacion “menor o igual”. Uno de nuestros
objetivos es generalizar estas dos relaciones, para obtener las relaciones de
equivalencia y las relaciones de orden, respectivamente. A cada una de estas les
dedicaremos una seccion aparte.

DEFINICION| Sea R una relacion de un conjunto X. Se dice que

1. Res reflexivasi y solo si Vx, xR x

2. Ressimétricasiysolosi xRy = yRx
3. Resantisimétricasiysolosi xRy A yRx = x=y
4. Restransitivasiysélo sit xRy A yRz = xRz

EJEMPLO 1| La relacion de igualdad de cualquier conjunto X, es decir, la

relacion diagonal 1y, es, obviamente, reflexiva, simétrica,
antisimétrica y transitiva.

EJEMPLO 2| La relacién <y la relacién > en R son reflexivas, antisimétricas y

transitiva, pero no son simétricas.
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EJEMPLO 3| La relacién de inclusién " < " en g (U) es reflexiva, antisimétrica y

transitiva, pero no es simétrica.

EJEMPLO 4| La relacion de paralelismo en el conjunto de las rectas de un plano
es reflexiva, simétrica y transitiva, pero no es antisimétrica.

EJEMPLO5| En N" =N —{0}, tenemos las relaciones D y M definidas por

1. nDm < ndivideam 2. nMm <> nesmdltiplodem.

Estas relaciones son reflesivas, antisimétricas y transitivas, pero no
son simétricas. Observar que M es la inversa de D.

Las relaciones reflexivas, simétricas, antisimétricas y transitivas pueden
reconocerse a través de su representacion sagital. En efecto, de la definicién anterior
obtenemos los siguientes criterios:

La representacion sagital de una relacién corresponde a una relacion:

")

2. Simétrica si y sélo si para cada flecha que une dos vértices distintos existe otra de

sentido contrario. R

\_/.

1. Reflexiva siy s6lo si cada vértice tiene un lazo.

3. Antisimétrica si y s6lo si ningin par de vértices distintos tiene camino de ida y
vuelta.

4. Transitiva si y solo si para cada par de flechas consecutivas existe una tercera
flecha que une el vértice inicial de la primera flecha con el vértice final de la
segunda flecha.

EJEMPLO 6| Sean Ry, R,, Rs, R, cuatro relaciones cuyas representaciones graficas
son las siguientes:

Rl R2 RS R4 RS
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Tenemos que:
R; es reflexiva, antisimétrica, transitiva y no es simétrica.
R, es simétrica, no es reflexiva, ni antisimétrica ni transitiva.
R; es antisimétrica, transitiva y no es reflexiva ni simétrica.

R4 no es ninguno de los 4 tipos.

o & ©® D

Rs es de los 4 tipos.

El siguiente teorema nos proporciona otras caracterizaciones para las relaciones,
reflexivas, simétricas, antisimétricas y transitivas.
| TEOREMA 6.5 Sea R una relacién en X. Entonces
1. Resreflexiva < IxCR
2. Ressimétrica <> R = R*
3. Resantisimétrica <> RNRc Iy
4

R es transitiva < RoRCR
Demostracion

Ver el problema resuelto 3.

EJEMPLO 7| Sea X={1,2,3}y Rlarelacion R={ (1, 2) }. Probar que

a. R es antisimétrica b. R es transitiva
Solucioén.

a. Tenemosque R*={(2,1)} vy RNR =TIy
Luego, por la parte (3) del teorema anterior, concluimos que R es antisimétrica.

b. Tenemosque RoR = CR
Luego, por la parte (4) del teorema anterior, concluimos que R es transitiva.

PROBLEMAS RESUELTOS 6.3

En X ={a, b, ¢ } definir cuatro relaciones, Ry, R, Rs, y Ry, tal que:
a. R; seareflexivay no sea simétrica, antisimétrica ni transitiva.
b. R, seasimétricay no sea reflexiva, antisimétrica ni transitiva.
c. Rz seaantisimétrica y no se reflexiva, simétrica ni transitiva.

d. R, sea transitiva y no sea simétrica, reflexiva ni antisimétrica.
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Solucién I I I I
Ry R, Rs R4

[PROBLEMA 2.]| a. Determinar las condiciones que debe satisfacer la matriz de
una relacion

i. Reflexiva. ii. Simétrica.

b. Las siguientes matrices corresponden a las relaciones Sy, S, y
Ss. Aplicar las condiciones anteriores para determinar la
reflexividad y simetria de estas relaciones.

1001
100
11 0100
My=0 10 2711 0] 27|00 1 1
011
1011

Solucion

Se Illama diagonal principal de una matriz a la diagonal que baja de izquierda a
derecha.

Una matriz cuadrada M = [ajj]nxn €S Simétrica si a;j=a;, Vi yV j.
a. Los siguientes resultados se obtienen directamente de la definicién de relacién
reflexiva y de relacidn simétrica, respectivamente.

i. Una relacion es reflexiva si y solo si toda entrada de la diagonal principal de
su matriz es igual a 1.

ii. Una relacidn es simétrica si y s6lo si su matriz es una matriz simétrica.

b. De acuerdo a estos dos criterios tenemos que:
i. S;esreflexivay no es simétrica.
ii. S,essimétrica y no reflexiva

iii. S es reflexiva y simétrica.
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PROBLEMA 3| Demostrar el teorema 6.5.

Sea R una relacion en X. Entonces
1. Resreflexiva < IxkCR

2. Ressimétrica < R=R?

3. Resantisimétrica < RNRc Iy

4, Restransitiva < RoRCR

Solucién
1. (=) Obuvio.
(<) xeX = XX ely = X,X) e R= xRx
2. (=) (xy)eR < xRy = yRx (R es simétrica)
< xRy < (x,y) e R
Luego, R=R™.
(<) xRy (xy)eR < (x,y)eR™ (R=R™

< xRy & yRx

Luego, R es simétrica.

3. =) xY)eRNRT < (x,y)eR A (xYy) eR*' < xRy A xRy
< XRy A yRx = x=y (R es antisimétrica)
= (X, y) €lx
Luego, RNR' < Iy

(<) xRy A yRx < xRy A xRy <& (Xx,y)eR A (xy) e R
S (XY) eRNR™ = (x,y) € I RNRC Iy)
= X=V.
Luego, R es antisimétrica.
4. (=) (x,2)e(R°R) < x(R°R)z & Jye X / xRy A yRz
= xRz (R es transitiva)
< (%, 2) e R
Luego, RoRCR.
(<) xRy A yRz = x(R°R)z (Def. de composicidn)

< (,2)e(R°R) = (x,22¢e R (R°RCR)

< xRz
Luego, R es transitiva.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 6.3

1. Cada una de las siguientes relaciones es una relaciéon en Z, el conjunto de
nlmeros enteros.

a. ¢Cuales son reflexivas? b. ¢ Cudles son simétricas?
c. ¢Cuéles son antisimétricas? d. ¢Cuéles son transitivas?
i. xRy <& x+y<3 ii. XRyy<y=2
iii. XRzy < x+y =1 iv. XRyy < xdivideay

V. XRsy & x2+x:y2+y Vi. XRgy < x ey son primos entre si
vii. XRyy <> 3dividea (x+y) viii. xRgy < Ix|= |yl
iX. XRgy < x<y.

2. De las siguientes relacionesen X ={ 1,2, 3 }

a. ¢Cuales son reflexivas? b. ¢Cuales son simétricas?
c. ¢Cuales son antisimétricas? d. ¢Cudles son transitivas?
i. Ri=¢ ii. Ry=XxX
iii. Rs ={(@ 1} iv. Ry={(12),(13),(23)}
v. Re={(11),21@22.32. 23}

3. Las siguientes matrices corresponden a las relaciones Ri;, Ry, R3 y Ry,
respectivamente.

a. ¢ Cuales son reflexivas? b. ¢ Cuales son simétricas?.

c. ¢Cuales son antisimétricas?

0 1 1 00 0 01 0 0O
Mlz[l 0} M,=0 1 0| M;=0 1 0| M,=1 0 1
0 01 1 00 0 0O
4. De las siguientes relaciones
a. ¢Cuales con reflexivas? b. ¢Cuales son simétricas?
c. ¢Cuales con antisimétricas? d. ¢Cuales son transitivas?
R: R, Rs R4
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5. Sean Ry S relaciones en X ={ 2, 3, 4, 6 } definidas por:
i. XRy & x <y ii. xSy <& xdividea y
Hallar: a. RUS b. RNS c. R-S

6. Hallar unarelacion Ren X ={ 1, 2, 3 } tal que:
a. R seareflexivay simétrica y no sea antisimétrica ni transitiva.
b. R sea reflexiva y antisimétrica y no sea simétrica ni transitiva.
c. R seareflexiva y transitiva y no sea simétrica ni antisimétrica.
d. R seasimétrica, antisimétrica y transitiva y no sea reflexiva.
e. R seasimétricay transitiva y no sea reflexiva ni antsimétrica.
f. R sea antisimétrica y transitiva y no sea reflexiva ni simétrica.
g. R sea reflexiva, simétrica y antisimétricay transitiva.

7. Sea R unarelacion en X. Probar que:
a. Resreflexiva <> Resreflexiva
b. Ressimétrica <> R es simétrica
c. Resantisimétrica <> R™ es antisimétrica
d. Restransitiva <> R estransitiva

8. Si Ry Sson relaciones en X, probar que:

a. RySsonreflexivas = RNS y RUS son reflexivas
b. Ry Ssonsimétricas = RNS y RUS son simétricas
c. Ry Sson antisimétricas = RS es antisimétrica

d. Ry Sson transitivas = RN 'S es transitiva.

9. Sea R una relacion en X que es reflexiva. Probar que para cualquier otra relacion S
en X se cumple que:

a. SCRoS b. ScC S°oR
10. Sean Ry S dos relaciones en X. Si R es reflexiva y S es reflexiva y transitiva,
probarque: R €S < RoS =S

11. SiR es cualquier relacion en X, probar que las relaciones siguientes son
simétricas.

a. RUR™? b. RNR?
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SECCION 6.4
RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Las relaciones de equivalencia nos permitiran construir nuevos objetos
matematicos a partir de otros conocidos. Asi, nos permite construir los nimeros
enteros a partir de los nimeros naturales. Las relaciones de equivalencia generalizan
la relacion de igualdad.

DEFINICION| Una relacion de equivalencia es una relacion que es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Es costumbre generalizada usar el simbolo ~ para representar a una relacion de
equivalencia. Asi, la expresion
a~b

significa que a esta relacionada con b. En este caso, se acostumbra decir que “a es
equivalente a b”.

Con esta nueva notacién reformulamos la definicion de relacion de equivalencia.
Una relacién de equivalencia en un conjunto X es una relacion ~ tal que:

1. ~esreflexiva: Vxe X, Xx~X
2. ~essimétrica: X~y = y~X

3. ~estransitiva: X~y A y~Z =>X~Z

EJEMPLO 1| En cualquier conjunto X, la relacion diagonal Iy es una relacién de

equivalente. Recordar que Iy no es otra cosa que la relacién de
igualdd en X, la cual, evidentemente, es reflexiva, simétrica y
transitiva.

Otra relacion de equivalencia en X es todo el producto N
cartesiano X x X.

Entre todas las relaciones de equivalencia en X, Ix es la
mas pequefia (la mas flaca) y X x X es la mas grande (la
mas gorda). Es decir, si R es cualquier relaciéon de
equivalencia en X entonces,

IkCRC XxX 5

EJEMPLO 2| La relacion de paralelismo definida en el conjunto de las rectas del

plano es una relacion de equivalencia.
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EJEMPLO 3| Sea X ={-2,-1,0, 1, 2, 3 }. Verificar que la siguiente relacion en X

es una relacion de equivalencia
X~y < X =y

Solucion

1. Reflexividad: Tenemos que X =X, VxeX Luego, VX e X, X~X

2. Simetria: x~y S X =yVoy=xXo y~x

3. Transitividad: X~y Ay ~z & X2 = y2 A yZ:z2 == =X~z

EJEMPLO 4| Sea F el conjunto de las formas proposionales. La equivalencia

l6gica, "=", es una relacion de equivalencia en F.

En efecto, sabemos que:

1.A=A VAeF, 2. A=B=B=A 3. A=B A B=C=A=C

EJEMPLO5| Relacion de Congruencia Médulo n.

Sea n un entero positivo fijo. En Z definimos la siguiente relacién
llamada la relacion de congruencia modulo n.

X~y <n dividea x-y. O bien,
X~y <> x—y=kn,paraalgink e 7.

Probar que esta relacion es una relacion de equivalencia.
Solucién

1. Reflexividad: Vxe Z, x—x=0=0xn. Luego, x~x VxeZ
2. Simetriaz  x~y < 3dkeZ/ x-y=kn < 3(k eZ/ y-x =(kK)n.

3. Transitividad: X~y A y~z <3k e Z/ x—-y=kin A Tk, eZ [ y—z=kn
= X—Z:(k1+k2)n, (k1+k2)eZ.
& X~z

EJEMPLO 6| En el conjunto N x N definimos la relacién

(a,b)~(c,d) < a+d=b+c
Probar que esta relacién es una relacion de equivalencia.
Solucion

1. Reflexividad: V (a,b) e N x N se cumplea+b=b + a. Luego,
V(a,b) e NxN, (a, b)~(a,b).
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2. Simetria: (a,b)~(c,d) & a+d=b+c¢c < c+b=d+a
< (c,d)~(ab)

3. Transitividad:
(@, b)~(c,d) A (c,d) ~(m,n) & a+d=b+c A c+n=d+m
< (@+d)+n=(+c)+n A b+(c+n) =b+(d +m)
= (@+d)+n=b+({d+m) = a+n=b+m

< (a,b)~(m, n)

La relacién de equivalencia y la particion de un conjunto son dos conceptos que
estan intimamente conectados. En lo que sigue establecemos esta interconexion.

DEFINICION| Sea X un conjunto y ~ una relacion de equivalencia en X. Si

a e X, llamaremos clase de equivalencia del elemento a al
siguiente subconjunto de X :

[a]={xeX/x~a}

En otros términos, [a], la clase de equivalencia de a, es el
conjunto formado por todos los elementos de X que son
equivalentes con a.

Consideramos la relacién de equivalencia del ejemplo 3 definida en
el conjunto X={-2,-1,0,1,2,3 }:
X~y & =y
Hallar la clase de equivalencia de cada uno de los elementos de X.
Solucién
1. Laclasede0: xe[0] <& x~0 < x> = 0°< x = 0.
Luego, [0] = {0}
2. Laclasedel: xe[l]< x~1 < =1’ =1 x = £1.
Luego, [1]1={-1,1}
3. Laclasede2: xe[2l<>x~2ox =2 & ¥ =4 <x=+2,

Luego, [2]1={-2,2}

4. Laclasede3: xe[3]< x~3 & =3 o =9 & x=+3

Luego, [3] = { 3 }. No consideramos a —3 porque —3 no esté en el conjunto X.
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5. Laclasede-1: xe[-1]<x~-1e X¥=(-1) < x*=1 < x=41
Luego! [_1] = { _1! 1 } = [1]

6. Laclasede—2: xe[-2] ©x~2xX=(-2 & X = 4 x=+2
Luego! [_2] = { _21 2 } = [2]

En resumen. Solo tenemos 4 clases de equivalencia:

O1={0} =r-u={-11} @1=-21={22}y B1={3}

En el ejemplo anterior vimos que —1 y 1 son equivalentes y que ambos tienen la
misma clase de equivalencia. El siguiente teorema nos dice que este resultado no es
casual.

[TEOREMA 6.5] Si ~ es una relacion de equivalencia en X, entonces

a~b < [a] =[b]
Demostracion

(=) xela < x~a < x~b (a~b y transitividad)
< x e [b].
Luego, [a] = [b]

(&) aelal=>acelb] ([a]=[b])
= a~b

EJEMPLO 8| Consideremos la relacion de congruencia médulo 3 definida en Z

(ejemplo 5, cuando n = 3). Esto es,

X~y < JkeZ [ x-y =3k
Hallar todas las clases de equivalencia de esta relacion.
Solucion

1. Clasede [0]: xe[0]<> 3keZ / x-0 =3k < FkeZ / x = 3k
Luego, [0]={...,-9,-6,-3,0,3,6,9,...}

2. Clasede[1]: xe[1]< 3keZ / x-1=3k < FkeZ / x=3k+1.
Luego, [1]1={...,-8,-5,-2,1,4,7,10,...}

3. Clasede[2]: xe[2] < FkeZ [ x-2=3k < FkeZ | x=3k+2.
Luego, [2]1={ ..,-7,-4,-1,2,5,8,11,...}
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Estas son todas las clases. En efecto, cualquier entero m, al dividirlo entre 3, deja
como residuo 0, 1 6 2. Esto nos dice quem~0, m~1 & m ~ 2. Luego, por el

teorema anterior,
[m]=[0], [m]=[1] o [m]=[2]

DEFINICION| Sea ~ una relacion de equivalencia en X. Se llama conjunto

cociente de X por ~ al conjunto:

X ={[x1/xexXx}

~

Esto es, el conjunto cociente es el conjunto formado por todas
las clases de equivalencia.

EJEMPLO 9| El conjunto cociente de la relacion de equivalencia del ejemplo 3 es:

X {0 @ @ @ Y={0 (11 (2.2 {33}

~

EJEMPLO 10| El conjunto cociente de la relacién de congruencia médulo 3,

ejemplo 8, es de mucha importancia. Este conjunto tiene su nombre
propio: Los enteros modulo 3 y se le denota por Z3 Esto es,

z; ={[0], [1], [21}

CONSTRUCCION DE LOS ENTEROS

En el capitulo anterior vimos que Peano logré construir toda la teoria de los
ndmeros naturales a partir de 5 axiomas, los axiomas de Peano. Ya contando con
los naturales, se puede construir todo el edificio de la matematica. El siguiente
ejemplo nos muestra como se obtienen los nimeros enteros a partir de los nimeros
naturales.

EJEMPLO 11| Construccion de los Enteros.

Consideremos la relacion de equivalencia ~ en N x N, dada en el
ejemplo 6. Esto es,

(a,b)~(c,d) & a+d = b+c
Calculemos las clases de equivalencia de esta relacion.
1. Laclase de (0, 0):
(mKk) €[(0,0)] (MK ~(0,00< m+0 = k+0 < m=k
Luego, [(0,0)]1=9{(0,0),(1,1), (2,2), (3,3),...,( Kk),...}
A esta clase la denotaremos por 0. Esto es,
0=[(0,0)]
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2. Laclase de (1, 0):
(m k) e[(1,00] < (M k) ~(1,0)<> m+0
Luego, [(1,0)]1={(1,0),(2,1), 32), (4.3),...,(k+1, k),...}
A esta clase la denotaremos por +1. Esto es,
+1=[(1, 0)]

3. Laclase de (n, 0), donde n es un natural cualquiera:

k+1 < m=k+1

(m k) e[(n,0)]< (MK ~(n0< m+0 =k+n < m=k+n.
Luego, [(n,0)]1={(n,0), (n+1,1), (n+2,2),...,(n+kKk),...}
A esta clase la denotaremos por +n. Esto es,
+n =[(n, 0)]
4. Laclase de (0, 1):
Mk el[0, D] MK ~01)< m+1=k+0 < m+l=k
Luego, [(0,1)] ={(0,1),(1,2), (2,3),...,(m,m+1),...}
A esta clase la denotaremos por —1. Esto es,
-1=[(0, 1)]
5. Laclase de (0, n), donde n es un natural cualquiera:
(m, k) e [(0,n)]< (MKk)~(@0,n) <& m+n =k+0 < m+n =k
Luego, [(0,m]={(O0,n), (L, n+1), 2,n+2), ...,(n,m+n),...}
A esta clase la denotaremos por —n. Esto es,
-n =[(0, m]
6. Laclase (a, b), donde a y b son dos naturales cualesquiera:
Sia>b,tomamos n=a—b y tenemosque (a, b) ~(n, 0).
Luego, en este caso,
[(a b)] = [(n, 0)] = +n.

Sia<b,tomamosn=b—a y tenemos que (a, b) ~ (0, n).
Luego, en este caso,

[(@ b)] = [(n, 0)] = —n.

En resumen, el conjunto cociente de la relacién es

NxN

~

={ ..,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,... }

Este conjunto cociente es el conjunto de ndmeros enteros, al que se denota por Z:
NxN

~

7=

={..,-3,-2,-1,0,+1,+2,+43,... }
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El siguiente diagrama nos muestra geométricamente estas clases de equivalencia.
Los que pares que estan en una diagonal conforman una clase de equivalencia o sea
un numero entero. La diagonal principal (la remarcada) es clase que corresponde al
entero 0. Las diagonales debajo de la principal son los nimeros positivos y las
diagonales sobre la diagonal principal son los nimeros negativos.

-3 -2 -1 g
s
/LS
// /S S
/./././.

0 1 2 3 4

CONSTRUCCION DE LOS RACIONALES

Ya construidos los enteros, veamos como, a partir de éstos, obtenemos los nimeros
racionales. Lo hacemos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 12| Construccién de los Racionales.

Sea Z*=7 —{0}. Enel producto Z x Z* definimos la relacion
(a,b)~(c,d) < ad = bc
Esta relacion es de equivalencia. En efecto:
1. Reflexividad: V (a,b) € Z x Z*, (a,b) ~(a, b), yaque ab = ba
2. Simetria: (a,b)~(c,d) < ad =bc < cb=da < (c,d)~(ab)
3. Transitividad:
(&, b)~(c,d) A (c,d)~(m,n) < ad=bc A cn=dm
= (ad)n=(bc)n A (cn)b = (dm)b
= (an)d=hbcn A bcn = (bm)d
= (an)d=(bm)d = an = bm (d=0)
= (a, b) ~(m, n).



Capitulo 6. Relaciones 223

El conjunto cociente es el conjunto de los nimeros racionales, al que

Z xZ*

Segun esta construccion, un nimero racional es una clase de equivalencia de pares
de nimeros enteros cuya segunda componente es distinta de 0. Asi, la clase de
equivalencia de (1, 2) es

[, 2]={ .. (1, +2), (£2, +4), (#3, £6),...}

se denotapor Q .Estoes, Q =

Observar que %:—:—:—:.:.:.

) 1
Por esta razon, a esta clase la podemos denotar por 5

[ TEOREMA 6.6| Si ~ es una relacion de equivalencia en X, entonces la familia de
las clases de equivalencia, o sea el conjunto cociente,

X L b

~

es una particién del conjunto X.
Demostracion

1. [x] #9, VxeX
En efecto, como x ~ X, entonces x € [x] vy, por lo tanto, [X] = &
2. IN1=92 si [x]= [yl
Probemos el contrarreciproco: [X] N [y] = @ = [X] = [y]

XNyl = @ = 32/ ze [X]IN[Y]
= ZI~X A Z~Y

= X~Z A Z~Y (Simetria)
=X~y (Transitividad)
= [x] =yl (Teorema 6. 5)
3. X=UI
xeX
Como [x] = X, VX, tenemos que [ J [X] =X 0]
xeX
Porotrolado, ze X = ze[z] = ze X=X cJ[X] (i)
xeX xeX

De (i) y (ii) obtenemos la igualdad deseada.
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El reciproco de este teorema también se cumple.

|TEOREMA 6.7 | Sea { A }ie. una particion de X y sea ~ la siguiente relacién en X

X~y < Jiel talque xe Aj A YyeA

La ~ es una relacion de equivalencia en X, cuyo conjunto cociente
es, precisamente, la particion { A }ie,. Es decir,

X ={A}a

~

Demostracion
1. ~es reflexiva: VxeX=3Jiel / XeAi = Xe A A XeA = X~X

2. ~ essimétrica;
X~y = Jiel [ xeA A yeA = yeA AXecA = y~X
3. ~estransitiva:
X~y A Y~z Fiellx eAnyeA) A @jellyeA A zeh)
= yeANA
= A=A (AiﬂAj)ig.
=> xXehA AzZeA
= X~
Por Gltimo, cada conjunto A; es una clase de equivalencia de la relacion ~. En
efecto, si x € A;, entonces Ai=[x],yaque: ye A < y~Xx < ye[X]

A la relacién ~ definida en este teorema se le llama relaciéon de equivalencia
correspondiente a la particion { A; }ic, .

PROBLEMAS RESUELTOS 6.4

PROBLEMA 1| Hallar todas las relaciones de equivalencia que se pueden definir
enel conjunto X={0,1,2 }
Solucion

En primer lugar, hallamos todas las posibles particiones de X. Luego hallamos las
relaciones de equivalencia correspondientes a estas particiones.

Las particiones de X = { 0, 1, 2 } son:
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a.{ {0}, {1}, {23}

b.{{0.1}, {23}
d. {{1.2}, {03}

e.{{0,1,2}}
La relacion de equivalencia correspondiente a cada una de estas particiones son:

a. Iy b. Ix U{ (0,2), (1,0) }
dxU{ (@2, 21} e. XxX

c.{{0.2}, {13}

c. ku{ (02), (20}

|[PROBLEMA 2.] Si Ry S son relaciones de equivalencia en X, probar que:
SoR esdeequivalencia < SeR=R°S§

Solucion

(=)

S©o R deequivalencia = So R essimétrica

= (S°R)=(S°R)*

(Teorema 6.5 parte 2)
=R g? (Teorema 6.4)
=RoS (R y S simétricas)
(<)
1.

S o R es reflexiva. En efecto:

Sea x € X

Ry Ssonreflexivas = xRx A XSXx = X(S°R)x = SoR es reflexiva
2. So R essimétrica. En efecto:

(SeR)'=R'S'=RoS=SoR (Ry S simétricas e hipotesis)
Luego, S° R essimétrica (Teorema 6.5 parte 2)
SoR es transitiva:

Ry S sontransitivas = R°RcR y SoScS

(Teorema 6.5. parte 4)
Ahora,

(SoR)°o(SoR)=Se(R o S)eR = So(S o R)oR (Hip6tesis)
= (SoS)o(R°R) =SoR

Luego, de acuerdo al teorema 6.5 parte 4, So R es transitiva
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PROBLEMAS PROPUESTOQOS 6.4

N ., 2 . .
1. a. Probar que la siguiente relacion en R es de equivalencia.

@b~ d < val+b? =+ c?+d?.
b. Hallar la particion correspondiente y describir geométricamente cada clase de
equivalencia.
2. a. Probar que la siguiente relacién en R? es de equivalencia.
(a,b)~(c,d< b-a=d-c
b. Hallar la particién correspondiente y describir geométricamente cada clase de
equivalencia.
3. a. Probar que la siguiente relacién en R? es de equivalencia.
(a,b)~(c,dy<a+b=c+d
b. Hallar la particion correspondiente y describir geométricamente las clases de
equivalencia.
4. a. Probar que la siguiente relacion en R es de equivalencia.

a~b< (a-h)ezZ
b. Hallar la particién correspondiente y describir las clases de equivalencia.

5. Hallar las clases de equivalencia de la relacién de congruencia médulo 5.

6. Sea X un conjunto no vacio y B un subconjunto fijo de X. En g (X) tenemos la
siguiente relacién:

A1~A2 = AlﬂB = Asz
a. Probar que esta relacion es de equivalencia.
b. Probarque A;~A, < (At A)NB=O
c. (Quiénes~si B=?
d. ¢(Quién es~si B=X?
7. Seax={0,1,23,4,56}.
a. Probar que la siguiente relacién en X es una relacién de equivalencia.
a~b < 7dividea (a®-b?
b. Hallar todas las clases de equivalencia.

8. a. Probar que la siguiente relacién en R3- {(0, 0, 0)} es de equivalencia.

(@, b,c)~(k mn) < dre R*/ (a,b,c)=r(k,m,n)
b. Describir la clase [(a, b, ¢)]

9. SeaX={0,1,2,3} Lafamilia {{0}, {1,2}, {3} } es una particion de X. Hallar
la relacidn de equivalencia correspondiente a esta particion.

10. Hallar todas las relaciones de equivalencia que se pueden definir en el conjunto

x={ab}
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11. Hallar todas las relaciones de equivalencia que se pueden definir en el conjunto

X={k,mn}

12. Sea R unarelacion en X. Probar que
R es de equivalencia <> R™ es de equivalencia.

13. Sean Ry S relaciones de equivalencia en X. Probar que RN S es una relacion de
equivalencia.
14. Si{ R; }ic: es una familia de relaciones de equivalencia, probar que (R,
iel
es una relacion de equivalencia.
15. Una relacion circular es una relacion R tal que

aRb A bRc = cRa
Probar que una relacién R es de equivalencia si y solo si R es reflexiva y circular.

16. Sea R una relacion en X. Probar que
R es de equivalencia = RoR = R

17. Sean Ry S dos relaciones de equivalencia en X. Probar que:
R USesdeequivalencia < RoSCRUS A SoRCRUS

18. (Qué condicion debe cumplir X para que el vacio & sea una relacion de
equivalenciaen X ?.

SECCION 6.5
RELACIONES DE ORDEN

Las relaciones de orden son generalizacion de la relacién de inclusién y de la
relacion “menor o igual” en los nimeros reales.

DEFINICION | Una relacion de orden es una relacion que es reflexiva,

antisimétrica y transitiva.

Se usa el simbolo < para representar a una relacion de orden.

Con esta notacion, la expresion x < y se lee "'x es anterior a y", "'x precede a

y", "yesposteriora x", "ysiguea Xx".

Reformulamos la definicion de relacion de orden usando la notacién <.
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DEFINICION Una relacion de orden en un conjunto X es una relacién < tal

que,
1. < es reflexiva: VxeX X=<X
2. < esantisimétrica: X <y A y<X => X =Yy

3. < estransitiva: X<XYAY<LZI=>X<12

Un conjunto ordenado es un par (X, <), donde X es un conjunto y < €s una
relacion de orden en X.
Cuando se tiene un conjunto ordenado (X, <) se dice que X esta ordenado por <,

0 sea que < ordenaa X.

EJEMPLO 1| Larelacién <en R es una relacién de orden. En este caso:
X<y <& x<y

EJEMPLO 2| La relacion de inclusion en ¢ (U) es una relacion de orden. En este

caso: A<B < ACB

EJEMPLO 3| Larelacion de divisibilidad en N* = N — {0}
n<m < ndivide a m

es una relacion de orden de N*.

Observar que esta misma relacion de divisibilidad en Z* = Z — {0} no es una
relacion de orden, ya que este caso, la relacion no es antisimétrica. En efecto:

2dividea (-2) y (-2)dividea?2, pero, 2 #-2

EJEMPLO 4| Mediante el siguiente diagrama definimos una relacion de orden en

x={ab,cdef} Co o3
X<y <> x=yo dexsepuede ascender hastay / \/
fe

en diagrama. / J b
A
[}

Es facil verificar que, efectivamente, d

esta relacion es de orden.
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DIAGRAMA DE HASSE

Los conjuntos ordenados finitos pueden representarse graficamente y en forma
simple mediante los llamados diagramas de Hasse. El diagrama del ejemplo anterior
es un diagrama de Hasse.

DEFINICION| Sea (X, <) un conjunto ordenado. Dados a y b, dos elementos

distintos de X, diremos que b es consecutivo de a si se cumplen las
dos condiciones siguientes:

lLa<b y 2 a<x<b=>a=x v x=bh
Sea (X, <) un conjunto ordenado finito. El diagrama de Hasse de (X, <) se

construye representando cada elemento de X mediante un punto. Si el elemento y es
consecutivo de x, se traza una flecha con punto inicial x y punto final y. Los puntos
que representan a los elementos de X deben estar dispuestos en tal forma que el punto
que corresponda a un elemento que es consecutivo a otro, quede encima del que
corresponde a éste otro.

EJEMPLO 5| EIl esquema adjunto es el diagrama de Hasse de la siguiente
relacion de orden definida en X=9{2,3,4,6,12,18,36 }
X<y < xdivideay 36

AW
WiV
Vel

EJEMPLOG6| Sea el conjunto X = { a, b, ¢ }. El esquema siguiente es el
diagrama de Hasse de la relacion de inclusion en g (X):

A<B < AcCB. {abc}
{ac} o ' ‘ {bc}
{a,b}
{C}
{a} o ‘ {b}
¢

Observar que el diagrama de Hasse simplifica el diagrama sagital de la relacion. En
efecto, en el diagrama de Hasse no aparecen los lazos que dan la reflexividad y las
flechas que proporcionan la transitividad.
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¢(SABIAS QUE . ..

HELMUT HASSE (1898-1979). Nacio en Kassel, Alemania.
Estudio matemdticas en la Universidad de Gottingen (1918) y en
la Universidad de Marburg (1920). Hizo muchas contribuciones a
la teoria algebraica de los niimeros. En 1934 fue nombrado
director del famoso Instituto Matemdtico de Géttingen.

Helmut Hasse

ORDEN PARCIAL Y ORDEN TOTAL
Sea (X, <) un conjunto ordenado. Se dice que dos elementos x e y

de X son comparables si se cumple que
X<y VvV y=<X
En caso contrario se dice que x e y son incomparables.

DEFINICION| Una relacion de orden < en X es de orden total u orden lineal, si
todo par de elementos de X son comparables. Esto es si,
(vxeX)(VyeX)(x<y v y=<x)

Si existe al menos un par de elementos de X no comparables,
entonces < es un orden parcial.

Si < es un orden total en X, entonces se dice que (X, <), o simplemente X, es un
conjunto totalmente ordenado, linealmente ordenado o una cadena. Similarmente,
si < es un orden parcial en X, (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

EJEMPLO 7| La relacion de orden “< “en R es una relacion de orden total. En
efecto, tenemos que:

Vxe R,Vye R, x <y vy<X

EJEMPLO 8| SiX={a, b}, larelacion de inclusion en ¢ (X) es una relacion de

orden parcial. En efecto, siA={a}yB={b}, tenemos que A, B
son dos elementos de ¢ (X) que no son comparables, es decir no se
cumple que: AcCB v BCA

EJEMPLO 9] Las relaciones dadas en los ejemplos 3y 4 son de orden parcial.
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PROBLEMAS RESUELTOS 6.5

PROBLEMA 1| SeaX ={2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12, 14, 16 } ordenado por
X<y <> xesmdltiplo dey
a. Construir su diagrama de Hasse

b. Hallar una cadena de 4 elementos
Solucion

20 Te 5

VAV
\./]

129 8

a.

J

b. C=9{16,8,4,2}

PROBLEMA 2| Probar que la siguiente relacién de R es de orden parcial
(a,b) < (c,d) < a<c A b<d
Solucion

1. Reflexividad: V (a, b)eR?, (a, b) < (a, b), yaque Yaec R, a<a A Vb e R,b<b

2. Antisimetria: (a,b) < (c,d) A (c,d) < (a,b)
< (a<c A b<d) A (c<a A d<b)
= a=caAb-=d
= (a,b)=(c,d)

3. Transitividad: (a, b) < (c,d) A (c,d) < (m,n)

< (ag<cAab<d)A(csm A d<n)
= a<m A b<n
= (ab) < (mn)

La relacion es de orden parcial. En efecto, (3, 4) no es comparable con (2, 5).

PROBLEMA 3| Probar que la siguiente relacion en ¢ (X) es una relacion de orden.
A< B < AnB=B
Solucion
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1. Reflexividad: VA, A< A, yaque VA, AnNA=A.
2. Antisimetria. A< B AB<A <ANB=B A BNA=A = A=B

3. Transitividad: A< B A B<C < ANnB=B A BNnC=C

—> BcCcA A CcB = CcA
= ANC=C = A<C

PROBLEMAS PROPUESTOS 6.5

1. SeaX={a,h,c,d,e}ordenado como indica el diagrama siguiente.
Hallar todas las cadenas que tienen 3 elementos.

I\
N/

do ot

2. Probar que la siguiente relacion en R? es una relacion de orden (llamada orden
lexicografico).
(a,b)=< (c,d) < a<cv (a=c A b <d)

3. Si R es una relacién de orden, probar que R™ también es una relacién de orden
(llamada orden inverso).

4. Sea R unarelacion en X. Probar que:

Resunarelaciondeorden < R°oR=R A RNR? =1y

5. Sea R una relacion en X. Probar que:

Resdeordentotal <> RoR=R, RNRY =1y y RUR™=XxX.
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¢ SABIAS QUE NO HAY PREMIO NOBEL EN
MATEMATICAS?

Los Premios N6bel son, a nivel mundial, los mas prestigiosos galardones que se
otorgan a personas que han realizado trabajos sobresalientes en los campos de la
fisica, quimica, medicina, literatura, la paz y, desde 1969, en economia. Estos

premios entregan anualmente en Estocolmo, Suecia, desde 1901,

El creador de estos premios fue el quimico e industrial sueco Alfred Nobel

(1833-1896), quien inventd la dinamita e hizo una fortuna con este invento.

Afios mas tarde, su invento engendrd en él un

fuerte complejo de culpa cuando la dinamita fue
usada en la guerra, aniquilando muchas vidas
humanas. El su testamento, firmado el 27 de
noviembre de 1895, establecié que su fortuna sea
utilizada para premiar a las personas cuya labor

hubiera sido sobresaliente a lo largo de su vida en

alguno de los campos: fisica, quimica, medicina,

literatura y la paz.

Como se ve, Nobel, en su testamento, no puso entre los campos a premiar a la
Matematica. Existen leyendas y chismes para explicar esta omision. Un de ellos
dice que sus asesores le informaron que quien podria merecer el premio en la
categoria de matematicas era su compatriota Mittag-Leffrer (1846-1927). Pero,
Nébel no se llevaba bien con este candidato, por lo que prefirio eliminar el campo
de la matematica, para evitar esta premiacién. Aqui entra el chisme: se decia que
Nobel no se llevaba bien con Mittag-Leffrer por que se enteré que el matematico
tenia amorios con su esposa. Este chisme se descarta porque Nébel no era casado.

Por otro lado, ellos dos apenas se conocian y, por tanto, no podian Ilevarse mal.

Otra leyenda dice que Nobel no considerd a la Matematica en la lista porque,
erroneamente, él pensaba que esta ciencia no tiene aplicacion a corto plazo en la

vida practica de la sociedad.
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Lo que parece mas razonable para que Nobel no incluyera a la Matematica en su
testamento es que, en esa época, ya existia El Premio Escandinavo de

Matematicas, que lo otorgaba el rey de Suecia.

LA MEDALLA FIELDS

En vista de no que existia un premio NObel en
mateméticas, La Union Matemética Internacional creo su
propio galardon: La Medalla Internacional para
Descubrimientos Sobresalientes en Matematicas, mejor

conocida como La Medalla Fields.

Las Medallas se entregan cada 4 afios, los galardonados
] ] . Medalla Fields
son a lo méas 6 y éstos deben ser menores de 40 afios de

edad. La primera entrega fue el afio 1936.

Existen opiniones que discrepan con la reglas anteriores. Sugieren que el premio

debe ser anual y sin limite de edad.

El nombre de esta medalla se debe al matematico canadiense
John Charles Fields (1863-1933), quien disefié las normas del

premio. Ademas, como Nobel, Fields dejé parte de su patrimonio

econdmico para financiar la medalla.
J. Ch. Fields

EL PREMIO ABEL
El Premio Abel es un galardén anual que otorga el Rey de Noruega a un
matematico destacado a nivel mundial. Este premio se cre6 el afio 2002, al

cumplirse el bicentenario del nacimiento del matematico Niels Henry Abel.

El destacado matematico noruego Sophus Lie (1843-1899) fue
el primero en proponer la creacion del Premio Abel cuando, en

1897, se enter6 que Alfred Nébel no tenia intencién de incluir a

las Matematicas en su testamento.

Sophus Lie
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PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET
(1805-1859)

PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET nacié en Diiren, Alemania, el 13 de
febrero de 1805. Fue profesor de la Universidad de Breslau (1827) y de la
Universidad de Berlin (1828-1855) En 1855 sucedié al gran Gauss en la
Universidad de Géttingen, en Hanover.

Sus investigaciones se desarrollaron en wvarios campos de la matemdtica. Hizo
contribuciones valiosas en la teoria de niimeros, andlisis, mecdnica, etc.

En 1837, Dirichlet propuso el concepto moderno de funcion. El término funcion
fue acufiada por Leibniz (1646-1716), muchos afios atris. Mds tarde, Johann
Bernoulli (1667-1748), Leonardo Euler (1707-1783), Alexis Clairaut
(1713-1765) y Jean Baptiste Josehp Fourier (1768-1830) contribuyeron en la
evolucion de este concepto. Después de una vida fructifera en produccion
matemdtica, muere en Gottingen, el 5 de mayo de 1859

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Al siguiente afio del nacimiento de Dirichlet, el precursor Francisco de Miranda
desembarcé en el Puerto de la Vela y marchd sobre Coro (3 de agosto de 1806).
Durante su juventud tuvo lugar casi toda la gesta independentista de Simén Bolivar
y José de San Martin, para liberar a la América Hispana. Muere a los pocos meses
de estallar la Revolucion Federal (20 de febrero de 1859). Entre otros hechos
importantes acaecidos durante la vida de Dirichlet tenemos: Se inventaron el
ferrocarril (1830), el motor eléctrico (1831), el teléfono (1833), la cdmara fotogrifica
(1839) y el submarino (1850), se publicé Viaje a las Regiones Equinocciales de
Humboldt (1834).
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SECCION 7.1
FUNCIONES

Uno de los conceptos fundamentales de la matematica y que esta presente en cada
una de las distintas ramas, es el concepto de funciéon. Con frecuencia se da la
siguiente definicion de funcion: "una funcion del conjunto X en un conjunto Y es una
regla que asigna a cada elemento de X un unico elemento de Y". Esta definicion
tiene el gran inconveniente de que usa el término "regla", al cual no se le da un
significado preciso. Para definir rigurosamente el concepto de funcion recurrimos al
lenguaje de las relaciones.

DEFINICION | Sean X e Y dos conjuntos. Una funcidn de X en Y es una triada

(f, X, Y), donde f es una relacion de X en Y que satisface las dos
condiciones siguientes:
1. dom(f)=X 2. xfy A xfz =>y=z
para indicar que (f, X, Y) es una funcién de X en Y se escribe:

f: X->Y

y para indicar que Xfy 6 (X, Y) € f, se escribe

y =f(x)
y se dice que y es la imagen de x mediante f y que x es una
preimagen dey. f

X~y

Examinemos cuidadosamente la definicion de funcion. La condicion (1) nos dice
que cada elemento de X tiene una imagen. La condicion (2) dice que la imagen de
un elemento es Unica. Asi, las siguientes relaciones no son funciones. La primera
viola la relacion (1), y la segunda, viola la condicion (2).
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EJEMPLO 1| SiX={ab,c,d} y Y={mn,r},entonces la siguiente

relacion es una funcién de X en Y.
f ={(@n),(b,m),(c,n),@dr}

X————y

S
I

/A

Tenemos que: f(@)=n, f(b)=m, f(c)=n y fd)=r

EJEMPLO 2| La funcion identidad

Sea X un conjunto cualquiera. Es evidente que la relacion
diagonal Iy — X x X es una funcion de X en X, a la que llamaremos
la funcion identidad del conjunto X. Tenemos que:

Ix(X) = x —X

EJEMPLO 3| La funcién inclusion

Sea A un subconjunto de X. Se llama funcion inclusion de A en X
a la funcion iAi A—->X A}'X
ia(@) =a

Observar que en el caso particular de que A = X, la funcion inclusion is es la
funcioén identidad lx.

EJEMPLO 4| Funcién constante

Sean X ¢ Y dos conjuntos y sea C un elemento fijo de Y. Se llama
funcidn constante determinada por c a la siguiente funcion:

fiX Y Y
f(x)=c, VxeX =

| —
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EJEMPLO 5| Funciones de dos variables

Sean X, Y y Z tres conjuntos. A cualquier funcion
f:XxY—> Z
se llama funcion de dos variables.

Las siguientes funciones de dos variables reciben el nombre de primera y
segunda proyeccion, respectivamente.

XxY
1L 7m:XxY—>X Y 2. I XxY >Y

men=x o ml Ly T Y) =y

B

x X

IGUALDAD DE FUNCIONES

Una funcioén de X en Y es, por ser una relacion, un subconjunto de X x Y. Luego,
dos funciones son iguales si estas son iguales como conjuntos. El siguiente teorema
nos proporciona un criterio mas manejable de igualdad de funciones.

[ TEOREMA 7.1| Sean f:X—>Y y g:X—Y dos funciones. Entonces

f=g < f(X)=9(x), vxeX
Demostracion

(=) y=feoxyef < Xy eg Sy=9X
Luego, f(x) = g(x).

(<) xyefoy=fx)ey=9x) <Xy eg
Luego, f=g.

FUNCIONES REALES

Una funcion real es una funcion f: X — R, donde X es un conjunto cualquiera.

EJEMPLO 6| Funcion caracteristica

Sean X un conjunto cualquiera y A un conjunto de X. Se llama
funcion caracteristica de A a la siguiente funcion real:

A X >R

) = 1, sixe A
AR 0, sixgA
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Las funciones en las que se interesa el calculo diferencial e integral, son las
funciones reales f: X — R, donde el dominio X es un subconjunto de R. Estas
funciones reciben el nombre de funciones reales de variable real . Dentro de éstas,
las mas comunes son las funciones polinomiales. Si n es un nimero natural, una
funcion polinomial de grado n o simplemente un polinomio de grado n es una
funcion de la forma

p:R->R

— n n-1
p(x) = ax ta X t..taxta,

donde a, ..., &, sonnumeros reales, siendo a, #0.

A la funcion polinomial de grado 1, p(x) =ax + b, a # 0, también se la llama
funcion lineal.

A la funcién polinomial de grado 2, p(x) = ax> + bx + ¢, a= 0, también se la llama
funcion cuadratica.

RESTRICCION Y EXTENSION DE UNA FUNCION

Sea f: X — Y una funcién y A un subconjunto de X. Se llama restriccion de f

al conjunto A a la funcién
g:A-Y
g(x) =f(x)

A la funcion g se acostumbra denotarla por f /A. Por otro lado, si f: X - Y es
una funcion, X es subconjunto de Z y h :Z — Y es una funcion tal que la
restriccion de h a X es igual a f, entonces se dice que h es una extension o
prolongacion de f al conjunto Z.

La restriccion de una funcidon a un conjunto es unica, en cambio, una funcion
puede tener muchas extensiones a un mismo conjunto.

EJEMPLO 7| Sealafuncion f:R—{0} >R

f00 -
X
Las siguientes funciones son dos extensiones de f al conjunto R.
h:R—>R g:R—>R
h(x) = %, six # 0 g0 = i, six= 0
0,six=0 I, six =0

FUNCIONES INYECTIVAS
Una funcién f: X — Y es inyectiva o es una inyeccion si

satisface la condicion.
f(x) =f(x)) =>x, =X,
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0, lo que es lo mismo (contrarreciproco),
X, # X, = f(x)) = f(x)

Observar que la condicion anterior simplemente dice que cualquier elemento y de
Y tiene a lo mas una preimagen.

EJEMPLO 8| La funcién adjunta

es inyectiva

La siguiente funcién es inyectiva:
g:N->N
g(n)=2n
En efecto:

gin)=g(m) = 2n=2m = n=m

EJEMPLO 10| Una funcion lineal h:R—>R
h(x)=ax+b, a=#0
es inyectiva. En efecto,

h(x,)=h(x,) = ax, +b=ax,+b = ax, =ax, = X, =X,

FUNCIONES SOBREYECTIVAS
Una funcién f: X — Y es sobreyectiva si rang(f) =Y. O, en

otros términos,
vyeY, IxeX / f(x)=y

Observar que esta condicion dice que todo elemento de Y tiene
una preimagen.

EJEMPLO 11| La funcién adjunta X y

es sobreyectiva.

]
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EJEMPLO 12| Una funcién lineal es sobreyectiva.
h:R->R
h(x)=ax+b,a=0

En efecto, para y R, tomamos x = y=0 y tenemos que
a

h(x)= h(y-b/a)= a yT_ber =y

FUNCIONES BIYECTIVAS

| DEFINICION | Una funcién es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

| EJEMPLO 13 | La siguiente funcion es biyectiva.

X—y

EJEMPLO 14| La funcion identidad de X es biyectiva

i X=X, Iy (X) =X

EJEMPLO 15| Una funcion lineal es biyectiva.

h:-R->R
h(x)=ax+b,a=0

En efecto, el ejemplo 9 nos dice que h es inyectiva y el
ejemplo 12, que h es sobreyectiva.

PROBLEMAS RESUELTOS 7.1

| PROBLEMA 1| Determinar si las siguientes funciones son inyectivas:

a f:R>R b.g:[-22]—[0,4 c h:[2,6]>R

f(x) =x2 g(x) =x2 h(x) = x?
Solucion
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a. fno esinyectiva, yaque —1#1 y, sin embargo, f(-1)=1(1).
b. g no es una inyectiva, ya que —2 #2 vy, sin embargo, ¢g(-2)=g(2).
c. h si es inyectiva, ya que dos numeros reales positivos distintos tienen cuadrados

distintos. En forma mas precisa:

X, X, €[2,6] y X #x,= h(x)= X'#X=h(x).

| PROBLEMA 2| Sealafuncion f:R — R

f(x) =x2
(En qué intervalos | C R, larestriccionde fa | es inyectiva?
Solucion

f es inyectiva en cualquier intervalo | conformado o s6lo por niimeros positivos o
solo numeros negativos. Entre estos, los mas amplios son [0, +0) y (—o0, 0].

| PROBLEMA 3| Determinar si las funciones del problema 1 son sobreyectivas
af:R>R b.g:[-2,2]>[0,4] ©c h:[2,6]>R

f(x) =x2 g(x) =x> h(x) = x>

Solucién
a. fno es sobreyectiva. En efecto, cualquier nimero negativo no tiene preimagen.

b. g essobreyectiva. En efecto:
si ¥ e [0, 4], tomamos X = ﬁ y se tiene que

xel-2,2]1 A g0 =9(yy)=(Jy)=y.

c. hno es sobreyectiva. En efecto, ningin nimero mayor que 36 o ningiin nimero
menor que 4 tiene preimagen.

| PROBLEMA 4] Probar que la siguiente funcion es biyectiva
f:R->R
f(x) = x>

Solucién
a. Inyectividad:
fx)=f(x) = =% = X=X =0 = (X, - %) (K +X,X,+%)=0
= X - X%=0 v X+X X +X =0

=X =X, (X} +X, X, +X; =0 no tiene soluciones reales)
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b. Sobreyectividad:

Dado y € R, buscamos X € R talque f(x)=y. O sea, X’ =Y. Despejamos X
en esta ecuacion, obtenemos X = %/? . Este es el x buscado. En efecto:

0= f(y) = (v) =

| PROBLEMA 5] Sean Ay B subconjuntos de un conjunto U. Probar que

Xane (X) =XaX) . As(X), VXxeU
Solucion
Six e U, entonces 0 Xxe ANB o x e C(ANB). Considerar dos casos:

Casol: xe ANB.
Si x e AN B, entonces Yans (X) =1
Porotrolado, Xxe ANB <& XeA A XeB = aX)=1 A Ya(X) =1
= ) K =1.1=1

En consecuencia,
XAﬂB (X) = XA(X) . XB(X), VX S A n B
Caso 2: x e C(ANB).

Si x e C(A N B), entonces Yans (X) =0

Por otro lado,

xe C(ANB) < xeCAUCB < xe(CA v xe(CB

Luego,

AaX) =0 v Ye(X)=0 'y, por lo tanto, Ya(X) . Xs(X) =0

En consecuencia, para este otro caso también tenemos que
Tane ) = %) . xe(9, Vx < CANB)

Por ultimo, habiéndose cumplido ambos casos concluimos que:

Xaus (x) = Ya(X) . As(X), VX eU.

PROBLEMAS PROPUESTOS 7.1

1. ¢Cudles de las siguientes relaciones de X ={ a,b,c} en Y={m,n,r } son
funciones?

a. R={(@m),(b,n} b. S={(a,n), (b,r),(c,m),(c,n) }
c. T={(an),(b,r),(c,r} d. H={(a,m), (b,m), (c, m) }
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2. De las siguientes funciones:

i. f:[-2, 11— [0, 4] ii. g:(-1,)>R
f(x) = x* g(x) =x°

iii. h: R - [0, +o0) iv. k: [—T/ %J—)[—l,l]
h(x)=| x| k(X) = sen X

a. (Cuales son inyectivas? b. ;Cudles son sobreyectivas?

b. ;Cuales son biyectivas?
3. ¢Puede ser una funcion constante inyectiva?
4. ;Puede ser una funcion constante sobreyectiva?
5. Probar que la siguiente funcion es biyectiva

X3
R R, f00= 1

[op)

. Probar que la siguiente funcion es biyectiva
h:XxY—>YxX,
h(x, y) = (y, X)

7. Probar que la siguiente funcion es biyectiva

x*, si x> 4

‘RoR,gx) =
g 9% §x+6, si Xx<4

8. Sea A=R - {3}, y sea la funcion
FrASR, fx)= ——
X=3
a. Probar que f es inyectiva.
b. Hallar una funcion biyectiva g: R — R que sea una extension de f a R.
9. Sean A y B subconjuntos de un conjunto referencial U. Probar que:
a xeaX)=1- yax), vxel!

b. Aayus(x) = Ya(X) + Xe(X) — a(X) . X(X), VXeU
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SECCION 7.2

FUNCION INVERSA
Y
COMPOSICION DE FUNCIONES

| DEFINICION | Una funcién f: X — Y es invertible si su relacion inversa
f~': Y > X es también una funcion.

En este caso, diremos que ;Y — X es la funcion inversa de f.

EJEMPLO 1| Sean X={ab,c}, Y={1,2,3}. Lafuncion f: X —Y

dada en el siguiente diagrama de la izquierda es invertible.
ft

En efecto, el diagrama de la derecha nos muestra que la relacion
inversa f~': Y — X es también una funcién.

|OBSERVACION] Si f: X — Y es invertible, entonces

y=fx) & xfy < yflx < x=f7y).
O sea,

y=f(x) & x=1f7(y)

Regresando al ejemplo 1 anterior, notamos que la funcion f dada es biyectiva. Este
hecho no es casual. El siguiente teorema nos dice que las funciones biyectivas son
las unicas invertibles.

| TEOREMA 7.2] Sea f: X — Y una funcién. Entonces
f es biyectiva < f es invertible

Demostracion

( =) Debe probar que la relacion inversa f~!: Y — X es una funcién.

Sabemos que
dom(f~!) = rang(f) 1)
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Ademas, por ser f: X — Y sobreyectiva, se tiene que

rang(f) =Y 2
Luego, de (1) y (2) obtenemos que
dom(f =Y (3)

Por otro lado:
yilx A yiTlz & xfy A z2fy < y=1x) A y=1(2)
= fx)=fz) = x=2z (fesinyectiva)

Osea, yflx A yflz = x=2 (4)

Las expresiones (3) y (4) nos dicen que ™' : Y — X es una funcién.

(<) Debemos probar que f es inyectiva y sobreyectiva.
f es inyectiva. En efecto:
y=fx)="fx) < x fy A xfy
< yfhx Ay

= X =X, (por ser f™! funcion)

f es sobreyectiva. En efecto: rang(f) = dom(f ™)=Y (por ser f! funcion)

COROLARIO| Silafuncion f: X = Y es invertible, entonces la funcion inversa

f~':Y > X es biyectiva.
Demostracion

Como (f ~Iy™! =1, entonces f ' es invertible. Luego, por el teorema anterior, f !

es biyectiva.

EJEMPLO 2| Sealafuncion f: R —» R
f(x) = x>
a. Verificar que esta funcion es invertible.

b. Hallar la funcion inversa f~'.
Solucién

a. En el problema resuelto 4 de la seccion anterior hemos probado que esta funcion
es biyectiva. Luego, por el teorema anterior esta funcion es invertible.
b. Sabemos que: x=f"'(y) & y=fx)< y=x

Luego, para hallar x ="' (y) debemos despejar X de la ecuacion y = x3.
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Bien, y=x> < x=13fy
Luego, la funcion inversa de f es la funcion
fT:R>R

o= 3y

NOTA | Para expresar la inversa f se puede usar cualquier variable. Asi:
'y =y, 7@ =¥z, 0= x

COMPOSICION DE FUNCIONES

Si f:X—>Y y g:Y — Zson dos funciones, es facil ver que la relaciéon compuesta
Jgo f:X>2Z

también una funcion, a la que llamaremos funciéon compuesta de f con g.
De acuerdo a la definicion de composicion, tenemos que
gof: X—>Z A
(9o f) (x) = g(f(x))

EJEMPLO 3| Dadas las funciones

f:R>R, g:R->R
f(x) = x> g(X)=x+1
Se tiene que:

1. (gof) (x)=g(f(x) = g(x}) = x> + 1
2. (fog)(¥)=f(gx) =f(x + )= (X + 1)>= x> +2x + 1

El ejemplo anterior nos muestra que la composicion de funciones no es
conmutativa. Sin embargo, como las funciones son relaciones y la composicion de
relaciones es asociativa, la composicion de funciones es también asociativa. Esto es,

Sif:X—>Y, g:Y>Z y h:Z— W, entonces,
ho(gof) = (hog)of

[ TEOREMA 7.3] Si f:X—Y esinvertible, entonces
1. flof = Iy 2. fof =1y

Demostracion
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1. Sea xe X e y=f(x). Tenemos: y=f(x) < x=F"1(y)
Ahora,
F o HX) =F71(f(x)) =F "1 (y) =x=Ix(X). Estoes,f 1o f=Ix.

2. Similara 1.

| TEOREMA 7.4]Sea f: X —Y una funcion. Si existe una funciéon g :Y — X tal que

1. fog=|y y 2. golex,
entonces f es biyectiva (y, por lo tanto, invertible) y g="f""
Demostracién

En primer lugar, probaremos que la igualdad 2. implica que f es inyectiva:

fx)="F(x)) = g9(f(x)) = 9(f(x)) = (@ohHx) = (@ohH(x,)
= Ixx) = Ix(x) = X, = X,
En segundo lugar, probamos que la igualdad 1. implica que f es sobreyectiva:
Dado y € Y,sea x=g(y). Tenemos que:
f)=fgy) = Foa)y) = h(y) =y
Por ltimo probamos que g=f =

Sea y cualquier elemento de VY:
x=g(y) = f(x) = fgy) =y = x = 7'y

Reciprocamente
x=f ' y)= 0=y, 9(fx)=9() = x=9()
Luego,
X =g(y) <x="17(@), vyeY
Por lo tanto, g(y)=f~!(y), VyeY. Estoes, f7'=¢

Los dos teoremas anteriores los resumimos en el siguiente teorema:

|[TEOREMA 7.5] Sea f:X —Y una funcién. Entonces

f esinvertible<> 3 g:Y>X [ gof=Ix A fog=1y

Ademas, en este caso, g="f ..

EQUIPOTENCIA, PARTE 2

Si f:X —> Y es una funcién biyectiva, entonces todo elemento de X tiene
exactamente una imagen en Y, y todo elemento de Y, tiene exactamente una
preimagen de X. De este modo todos los elementos de X y todos los elementos de Y
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quedan asociados en pares. Por esta razon a las biyecciones se las llama también
correspondencias biunivocas.

Tomando en cuenta esta observacion, podemos reformular el concepto de
conjuntos equipotentes, en la forma siguiente:

Sean A y B dos conjuntos. A es equipotente con B, y se escribe A= B, siy solo si
existe una funcion biyectiva f: A —» B.

Con esta definicion es facil probar que la relaciéon de equipotencia es una relacion
de equivalencia (ver el problema resuelto 3)

Ahora ya estamos en condiciones de cumplir una vieja promesa: Probar que, a
pesar de que N puede verse como un subconjunto propio de Z, ambos conjuntos
tienen el mismo numero de elementos; es decir, ambos tienen el mismo cardinal.

| TEOREMA7.6] #N=#Z

Demostracion

Debemos probar que N es equipotente con Z. En efecto, la siguiente funcion es
biyectiva (ver el problema resuelto 4)

f:N>Z
f(n) - {(n+1)/2, s% n es impar
-n/2, sin espar

Esta funcion hace corresponder a 0 con 0, a los naturales impares con los enteros
positivos y a los naturales pares, con los enteros negativos, del modo siguiente:

N={0,1, 2,3, 4,5 6,7,8, ...}
VIV
Z=4{0, 1,-1,2,-2,3,-3,4,4, ...}

PROBLEMA RESUELTO 7.2

2X+3
X=5

| PROBLEMA 1] Sealafuncion f:R-{5} >R - {2}, f(x)=

1. Probar que f es biyectiva

2. Hallar la funcion inversa de f.
Solucién

1. Debemos probar que f es inyectiva y sobreyectiva.

Inyectividad:
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2a+3: 2b+3
a-5 b-5
= 2ab-10a+3b-15=2ab+3a-10b-15

f@) = f(bh) = = (Ra+3)b-5) = (a-5@2b+3)

= -13a=-13b = a=b
Sobreyectividad:
Dado y e R— {2}, debemos hallar X € R — {5} tal que f(x) =Y. Bien,

fx)=y & ZX—+53:y & 2XX+3=(X=-5)y & 2x+3=xy-5y
X_
S 2X—-Xy = -5y-3 & x2-y) = -5y-3

< X(y-2) =5y+3 & x= oy +3

y#2)

Luego, para y € R — {2}, tomamos X = %, y se cumple que f(x) =Y.
y i

2. Sabemos que: y=1(x) < x=1"l(y)

Al probar la sobreyectividad de f hemos hallado que x = %
y —
Luego, f1:R-{2} >R-{5}, flx= 5X+23
X —_

| PROBLEMA 2| Sean f: X —>Y y g:Y — Z dos funciones. Probar que:

a. Sif ygson inyectivas, entonces g © f es inyectiva

b. Sif y g son sobreyectivas, entonces g © f es sobreyectiva

c. Sify gson biyectivas, entonces g © f es biyectiva
d. Sif ygsoninvertibles, entonces g° f es invertible y que
(gof)™ = flog™
Solucion
a. (@ofx) = (@ohx,) = g(f(x)=g(f(x,)
= f(x) =f(x,), (g es inyectiva)
= X, = X, (f es inyectiva)

b. Dado z € Z, buscamos X e X tal que (go f)(X) =z
Por ser g sobreyectiva, parael z € Z dado, existe y € Y tal que g(y)=z.

Por ser fsobreyectiva, para el y € Y encontrado, existe X € X tal que f(x)=y
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Luego, para este X cumple:
(g0 H) = 9(f(x) = 9(y) = z.
c. Es consecuencia directa de las partes a y b anteriores.

d. Sif y g son invertibles, entonces, por el teorema 7.2, f y g son biyectivas. Por
la parte C anterior, gof es biyectiva y, por tanto, invertible.

Por ultimo, la igualdad (gof)™ =f"' og ™" ya ha sido probado para el caso
mas general de las relaciones en el capitulo anterior.

| PROBLEMA 3| Sea U un conjunto referencial. Probar que la relaciéon de
equipotencia en g (U),

A=B < 3f:A— B/ fesbiyectiva,

es una relacion de equivalencia.
Solucién

Reflexividad
Sea A e ¢(U). La funcion identidad 15 : A — A es biyectiva. Luego, A=A
Simetria

A=B = 3f:A— B / fes biyectiva.

Por el teorema 7.2 y su corolario obtenemos que f':B — A también es
biyectiva y, por tanto, B= A.

Transitividad:
A=B A B=C < 3f:A—>B A 3g:B—C /fy gsonbiyectivas.

Por la parte ¢ del problema anterior sabemos que g © f: A — C también es
biyectiva y, por lo tanto, A = C.

| PROBLEMA 4] Probar que la funcion, dada en el teorema 7.6, es biyectiva:
f:N>Z

f(n) = (n+1)/2, s% n es impar
-n/2, si n espar

Solucion

1. fesinyectiva. Probaremos que: f(n)=f(m) = n=m
Caso 1. ny m son impares.
f(n)=f(m) = nTH = mT+l = n+l=m+1 = n=m

Caso 2. ny mson pares.
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f(n)=f(m) = —g =—% = -n=-m = n=m.
Caso 3. n imparymespar o N pary mes impar

Este caso queda desechado, ya que f(n) y f(m) tienen distinto signo
y, por tanto, la igualdad f(n) = f(m) nunca puede darse.

Sobreyectividad
Dado, z €Z.

Siz> 0, tomamos el natural n = 2z — 1 y tenemos que
n+1  2z-1+1 _,

fny=—— =
(@) 5 5
Siz <0, tomamos el natural n=-2z y tenemos que
n -2z
fny=——=-—-=12
(n) 5 5

PROBLEMAS PROPUESTOS 7.2

1. Hallar la funcion inversa de cada una de las siguientes funciones:

a. f:R—>R b.g:R—->R
2x 1 1 3
fx)=—-— X)=—=x"—1
(x) 373 9(x) 2
c. h:R—>R d.f:[R—{—l/4}—>[R—{1/2}
2 .
X six=> 4
’ 2X+3
hX) =1 5 , f(x) =
5X+6’ six< 4 4x+1

2. Hallar la funcion inversa de una funcion lineal:
h:R—->R
h(x)=ax+bh, a=0
3
3.Sif:RoR, f{x)=3x-2 y g:R->R, g(X)=)2(—7+2, hallar :

a. gof b. fog c. flog d. glof
4. Sea f:R->R, f{x)=ax+2 y g:R—> R, g(x)=3x-2.
si g(f(ax)) =g~ (F~! (ax)):g, hallar (f o g)(1/3)

5. Sea f: X — Y una funcion. Probar que
a. |y0f:f b.folx:f
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6.Sean f: X >Y y g:Y —> Z dos funciones. Probar que
a. gof esinyectiva = fes inyectiva.
b. gof essobreyectiva = g es sobreyectiva

7. Las funciones f: X—>Y, g:Y—>Z y h:Z—> W sontalesque gof y heg
son biyectivas. Probar que f, g y h son biyectivas.

8. Sean g:Y—>Z y h:Y — Z dos funciones. Si para toda funcion f: X > Y se
cumple que gof=hof, probar que g=h.

9. Sea f:Y — Z una funcion. Probar que f es inyectiva siy solo si, para todo par

de funciones g: X—>Y y h: X—>Y, fog=foh — g=h.

10. Sea f: X — Y una funcion. Probar que f es sobreyectiva si y soélo si para

todo par de funciones g: Y —>Z y h:Y—>Z, gof=hof — g=h.

SECCION 7.3
IMAGENES DE CONJUNTOS

DEFINICION| Sean f: X —Y una funciéon, A y B dos conjuntos tales que
AcCX y BCY
1. Se llama imagen de A mediante f al conjunto

f(A) ={ f(x) e Y/xeA}. Obien
f(A)={yeY/axeA A y=1(x) }
2. Se llama imagen inversa de B mediante f al conjunto

f1B) ={xeX/f(x)eB}

f f
ey X——————
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EJEMPLO 1| Sean X={a,b,c,d,e,m,n,p},

Y=1{1,2,3,4,5},

A={b,d,e,m},
B={1,3,4}
y f:X—>Y lafuncién adjunta.
Hallar:
1. f(A) 2. f71(B)
Solucion
1. f(A)=1{2,3,4} 2. f71(®) ={b,c,e,m,n}

[TEOREMA 7.7 Sean f:X — Y una funcién, A y B subconjuntos de X, C y
D subconjuntos de Y. Entonces

1. f(¢) = 2. ACB = f(A) Cf(B)

3. f1(Y)=X 4. Ccb = f'C)ct' (D)
Demostracion

Todas estas expresiones son consecuencia inmediata de las definiciones anteriores.
Como muestra, probemos 2, dejando a cargo del estudiante probar las otras tres.

2. yef(A)= Ixe A/ y=f(x) = 3IxeB/ y=1(x) (ACB)
= yefB)
Luego, f(A) C f(B).

EJEMPLO 2| Seala funcién f:Z — N, f(x)=x>
Si A={-2,-1,0} y B={-1,0,2 }, entonces

AnNB={-1,0} y fAnB)={0,1}
Ademas,

f(A)=1{0,1,4}, fB)={0,1,4} y fANfB)={0,1,4}
Observamos que

f(A N B) < f(A) N f(B), pero f(AN B)=f(A)NTf(B).

| TEOREMA 7.8] Sea f: X — Y una funciéon ysean A y B dos subconjuntos
de X. Entonces,

1. f(AUB) = f(A) Uf(B) 2. (AN B) < f(A) N f(B)
Demostracion
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1. yef(AUB) & Ixe AUB A fX)=y & (AxeA v IxeB) A f(X)=y
S (XeA A f(X)=y)v @xeB A fX)=Y)
< yef(A)vyefB) < yef(A)U f(B)
Luego, f(AUB) = f(A) U f(B).
2. Como ANBCA y ANBCB, por la parte 2 del teorema anterior obtenemos:
fANB)c f(A) y f(ANB) c f(B)
De donde, f(A N B) < f(A) N f(B).

El ejemplo anterior muestra que la igualdad f(A N B) =f(A) N f(B) no siempre se
cumple.

El siguiente teorema nos muestra que las imagenes inversas tienen mejor
comportamiento que las imagenes directas.

| TEOREMA7.9] Sif:X—Y yA y B dos subconjuntos de Y. Entonces

1. f'(AUB) = f1(A)UFT(B)
2. f'ANB) = f 1A Nf(B)

3. f1(A-B) = f1(A) -1 (B)
Demostracion

1. xef'(AUB) © fx) e AUB < f(x)e A v f(x)eB
SxeftA)v xef(B) @xef(A)UTT(B)
Luego, ' (AUB)=f"1(A) U (B).
2. Se procede en forma similar a 1.
3. xef ' (A-B)< f(x) e(A-B) < f(x) e An f(X) ¢ B
SxefTA) Axg 1By xef (A -1 (B)
Luego, f ' (A-B) = f 1 (A) -1 (B)

PROBLEMAS RESUELTOS 7.3

| PROBLEMA 1| Seala funcién f: X > Y y Ac X, probar que
1. Ac 7 (f(A)
2. fesinyectiva <> A=f"1(f(A)), VACX.
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Solucién
1. x e A= f(x) e f(A) = x e {1 (f(A)). Luego, A < 7! (f(A)).
2. (=) Probamos: fesinyectiva = A=f"1(f(A)), VACX.

Por la parte 1. ya sabemos que A C f~! (f(A)). Por lo tanto, sélo falta probar:
L (f(A) C A

Ahora bien,

x e 71 (f(A)) < f(x) e f(A) <= Taec A/ f(x)=f(a) =>a=x (f inyectiva)
=>xeA

Luego, f ' (f(A)) < A

(<) Probamos: A=f"1(f(A), V AC X = fes inyectiva.
f(a) = f(b) = f({a}) =f({b}) = 7' (f({a})) =f" (f({b}))

= f{a}={b} = a=b

Luego, f es inyectiva.

| PROBLEMA 2| Dada una funcién f : X — Y, ésta determina esta otra funcion:
frpX)—> e A=A

Probar: f esinyectiva < f es inyectiva
Solucion

(=) fA=f®) < f(A)=fB) = f{A)="((B))
= A=B ( problema 1, parte 2 )
Luego, f esinyectiva.
(<) f@=fb)= f(fa})) =f({b}) = f({a})= f({b})
= {a} = {b} (T es inyectiva )
= a=b

Luego, f es inyectiva.

PROBLEMAS PROPUESTOS 7.3

1. Seala funcionf: R —» R, f(x) = X*+1. Si A= [-3,2] y B=[-1, 6], hallar:
a. f(A) b. f I(f(A)) c. f7(B) d. f(f™'(B))
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2. Sealafuncionf: R —» R, f(x) = 2x*-3. Si A= [-3,2] y B=[-1, 5], hallar:
a. f(A) b. f71(f(A)) c. f1(B) d. f(f'(B))

3. Sea g:R-{0}>R,gx)= % —1.SiA=(-3,-1) y B=(-3, 3), hallar:
a. g(A) b. g7'(g(A)) c.g"' (B) d. 9(g”'(B))

4. Seaf:X — Yuna funciéon y sean Ay B dos subconjuntos de X.
a. Probar que : f(A) — f(B) < f(A — B).
b. Hallar una funcion f : X — Y y dos subconjuntos Ay B de X tales que

f(A) — f(B) # f(A — B).

5. Seaf: X — Yuna funciéon y B un subconjunto de Y. Probar que:
a. f(f"(B))c B
b. f es sobreyectiva <> f(f"'(B))=B, VB CY.

6. Dada una funcion f: X — Y, ésta determina esta otra funcion:

oM > pX). f(B)=f"(B)

Probar que: f es sobreyectiva = f es inyectiva.

7. Seaf: X — Y una funcion. Probar que:

f es inyectiva <> f(AN B)=f(A) N f(B), VA BCX.

8. Seaf: X —Y una funciény { Aj }ic| una familia de subconjuntos de X. Probar:

a f(_uxsﬁ} U fA) 3 f[nﬁﬁ} cNfA)

iel iel iel iel

9. Seaf: X —Y una funciény { Bj }ic| una familia de subconjuntos de Y. Probar:

a. f‘{u BiJ =yUf'® b f‘l(ﬂ Bij =Nft'eE
iel iel iel iel
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SECCION 7.4
SUCESIONESY RELACIONES DE RECURRENCIA

Esta ultima seccion la dedicamos a presentar el concepto de recurrencia, que esta
muy ligado al axioma de induccion y tiene frecuentes aplicaciones en la
programacion.

DEFINICION | Una sucesion de elementos de X es una funcion de N a X

Sif:N — X es una sucesion y si a, la imagen de n, es decir
f(n) = a,, entonces a esta sucesion la denotaremos asi: {a,}. También
se describen las sucesiones presentando sus términos en orden
creciente de los subindices.

EJEMPLO 1| Sea lasucesion {a,}, donde a, = n%. La lista de los términos de esta
sucesion es
a=0,a=1,a=4a=9,a=16,...,a,-n",...

EJEMPLO 2| Sea la sucesion {b,}, donde b, =n + 5. La lista de los términos de
esta sucesion es:

5,6,7,8,9,10,11,...n+5, ...

EJEMPLO 3| Sea la sucesion {c,}, donde ¢, = (~1)". La lista de los términos de
esta sucesion es:

1,-1,1,-1,1,-1,1,..., D" ...

EJEMPLO 4| Sea la sucesiéon {d,}, donde d, =1/n. La lista de los términos de

esta sucesion comienza con d;. El término dy es eliminado, ya que la
division entre 0 no existe. Los primeros términos de esta sucesion
son:

1

1

..y 9 o e e

llll
273747577 7 n

En los 4 ejemplos anteriores, la sucesion dada en cada caso quedd perfectamente
establecida dando una formula del término a,, by, C, 0 d, en funcién tnicamente de n.
Cuando esto sucede, decimos que la sucesion es dada en forma explicita. Existe otra
manera de establecer una sucesion, que es la siguiente:
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DEFINCION| Una sucesion es definida recursivamente si

1. Se especifican los términos iniciales.

2. Se da una regla o féormula para hallar el término n—ésimo en

funcion de los términos anteriores.

EJEMPLOS5| Sealasucesion {a,}, donde a,=3 y a,=2a, . Hallar:

a. Algunos de los primeros términos.

b. Una férmula explicita de la sucesion.
Solucion

a. Tenemos:

a;=2a,=2(3)=6, a=2a,=26)=12, a;=2a=2(12)=24

ay=2a;=2(24)=48, as;=2a,=2(48)=96, etc.
Luego, algunos de los términos de esta sucesion son:
3,6,12,24,48,96, . ..

b. ay=2ay;=2Q2ay,)=2"y,=2"2ay,3) =2’a,3 =...=2"a,=2"(3)=3x2"

Esto es,
a, = 3x2"

EJEMPLO 6| Sealasucesion {b,}, donde by=1 y b,=nb, . Hallar:

a. Algunos de los primeros términos.

b. Una férmula explicita de la sucesion.

Solucién
a. Tenemos:
b, =1by=1(1)=1, b,=2b,=2(1)=2, b; =3b,=3(2) =6,

b, = 4b; = 4(6) = 24, bs = 5b, =5(24) = 120, etc.
Luego, la lista de los primeros términos de esta sucesion es como sigue:
1,1,2,6,24,120,...
b. by=nb,;=nh-1b,,=n(n-1)(n-2)b,3

=n(n—-1)(n-2)x...x2x1xby
=n(n-1)(n-2)x...x2x1x1=n!

Esto es, b, =n!
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EJEMPLO 7| Lasucesion de Fibonacci.

Sea la sucesion
{fn},donde f]zl, f2:1 y fn:fn—l + fn,z, n>3

Hallar algunos de los primeros términos.

Solucién

Tenemos:
=, +fi=1+1=2 fi=f; + L,=2+1=3
fs=f, + ;=3+2=5 fe=fs + £,=5+3=8
f,=fs + f;=8+5=13 fs=f, + fg=13+8=21
fo=fg + f,=21+13=34 fio="F + fsg=34+21=55

f”:f]()+ f9:55+34:89 f12:f1| +f10:89+55:144

Asi, los 12 primeros términos de esta sucesion son;

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, . ..

Observar que en este ejemplo no se pidid hallar una formula explicita de la
sucesion. Esto se debe que tal formula no es facil de encontrarla. De hecho, esta fue
hallada mas de afios después que Fibonacci la planteo en 1202. La manera de
resolver este tipo de sucesiones serda la materia que veremos a continuacion.

¢SABIAS QUE . ..

FIBONACCI (1180-1228) es el apodo con que se le conocia a
Leonardo de Pisa. Fibonacci proviene de filius Bonacci, que
significa "hijo de Bonacci". Nacio en la ciudad italiana de Pisa.
Se dedico al comercio, razon por la cual viajaba con frecuencia
por el Oriente Medio, donde tuvo contacto con matemdticos
drabes. En 1202 publicé su libro Liber Abaci, en el cual
presenta al mundo europeo la mnotacion ardbica para los
niimeros, asi como algunos algoritmos para la aritmética. En
este libro también aparece su famoso problema de los conejos,
del cual surge la sucesion que ahora lleva su nombre.

Fibonacci

El problema de los conejos dice asi: En una isla paradisiaca, donde no hay
enfermedades ni depredadores, se deja una pareja de conejos recién nacidos (hembra y
macho). Se sabe que una pareja de conejos recién nacidos requiere un mes de
maduracion, durante el cual no se reproduce, pero al finalizar el sequndo mes da a
luz una nueva pareja, y luego sigue pariendo mensualmente otra pareja. Averiguar
¢ Cudntas parejas de conejos habrd en la isla después de un afio?
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MES 1 MES 2 MES 3 MES 4 MES 5

2R |2 2

& @ O\@
Q&

Sea f, el niimero de parejas de conejos después de n meses. Después del primer
mes, el niimero de parejas de conejos en la isla es fi = 1. Como esta pareja no se
reproduce durante el segundo mes, tenemos también que f, = 1. En el mes 3
tenemos una pareja que teniamos el mes anterior mds 1 pareja de recién nacidos.
Estoes, f3= f+1=1+1=2.

Para hallar el niimero de parejas después del mes n, se deben sumar el niimero de

parejas del mes previo, fu-1, con el niimero de parejas recién nacidas, que es  fu.
Esto es,

fn=fn—1 + fn—Z

En el ejemplo anterior vimos que fi» = 144, lo que nos indica que después de un
afio la poblacion de conejos en la isla es de 144 parejas.

RELACIONES DE RECURRENCIA

Si se tiene una definicidn recursiva de una sucesiéon y se busca una solucion
explicita, la formula recursiva es llamada relacion recursiva. En términos mas
concretos, tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION | Una relacion recursiva para una sucesion {a,} es una ecuacion
que expresa a, en términos de uno o mas de los términos previos:

ao, a1, Az, . - ., Ap1-

Una sucesion es llamada solucién de una relacion de
recurrencia si los términos de la sucesion satisfacen la relacion de
recurrencia.

EJEMPLO 8| Sea larelacion de recurrencia: a,=2a,-; — ah

Determinar si las siguientes sucesiones son soluciones de esta
relacion de recurrencia.

1. {a,}, donde a, = 3n 2. {a,}, donde a, = 4
3. {ay}, donde a, =3n+4 4. {a,}, donde a, = 3"
Solucién

1. Reemplazando a, = 3n en la relacion de recurrencia:
a,=2a,1 —a»=23(n-1))-3(n-2)=6n-6-3n+6=3n=a,
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Por lo tanto, {a,}, donde &, = 3n, si es una solucion.
2. Reemplazando a, =4 en la relacion de recurrencia:

an=28p; — Ao = 24)-4=4=4,
Por lo tanto, {a,}, donde a, =4, también es una solucion.

3. Reemplazando a, =3n +4 en la relacion de recurrencia:

an=2a, 1 —an2 = 2[3(n—-1)+4]-[3(n—2)+4]
=6n-6+8-3n+6-4=3n+4=a,

Por lo tanto, {a,}, donde a, = 3n + 4, también es una solucion.
4. Reemplazando a, = 3" en la relacion de recurrencia:
=28, —am, = 23" -3"2 =6(3"?)-3"% =5(3"?) #a,

Por lo tanto, {a,}, donde a, = 3", no es una solucion.

Este ejemplo nos dice que una relacion de recurrencia puede tener varias
soluciones.

CONDICIONES INICIALES

Recordar que una sucesion definida recursivamente, ademas de la relacion de
recurrencia, se deben dar los términos iniciales. A estos términos iniciales se les

llama también condiciones iniciales. Asi, en la sucesion de Fibonacci, las
condiciones inicialesson f, =1 y f, =1.

RESOLUCION POR ITERACION

Un método que surge naturalmente para resolver una relacion de recurrencia, es el

método de iteracion. Este consiste en regresar hacia atras en la sucesion, mediante
la relacion de recurrencia, hasta llegar a las condiciones iniciales.

EJEMPLO 9| Resolver la relacion de equivalencia

Sn = 5Sn1,
sujeta a la condicion inicial
So = 7
Solucién

5", = 57(7) = 7x5"

Siguiendo los mismos pasos seguidos en la solucion del ejemplo anterior se
demuestra el siguiente teorema.
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| TEOREMA 7.10| La relacion de recurrencia
a, = ra,_1, donde r es una contante,
sujeta a la condicion inicial ap =k

tiene una tnica solucion y esta dada por

a,=kr", n=0

EJEMPLO 10| Hallar la solucion de la relacion de recurrencia

a, = 6a,_;, sabiendo que a, = 108
Solucién

De acuerdo al teorema anterior,
a, =kx6", donde k=a,
Hallemos k.

Tenemos que a, = 108 y, por la relacion de recurrencia, a, = 62a0. Luego,
6%a,=108 = a,=108/62=3 = k=3

Por lo tanto, la solucion buscada es
a, = 3x6"

Hallar una férmula explicita para b, si se cumple que
bn = an -1 + l,
con la condicion inicial b;=1
Solucioén

ba= 2Dy, +1 =2(2by 2+ 1)+ 1=2%0, , +2+1=22b, s+1)+2+1

b, ;4274241 =

="+ 2" 2" 4241
S AL, L S L R |
Si S=2"lay" 2o 404,

entonces S es la suma de los n primeros términos de una progresion geométrica.
n-1 _ a"- 1

Aplicando la formula: 1+ a + a + ... +a N
a_
, 2" 1
se obtiene que S= 51 =2"-1

Por lo tanto, regresando a la igualdad inicial, tenemos

b,=2"—-1
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RELACIONES HOMOGENEAS LINNEALES

El método de iteracion no siempre funciona. Ahora introducimos una nueva técnica
para resolver relaciones de recurrencia homogéneas vy lineales.

El concepto lineal significa que cada término con subindice, aparece elevado a la
primera potencia. Asi la relacion siguiente es lineal:

an=Ci@n1 + Caano +1(N),
donde ¢; y C,son constantes y f(n) es una funciéon con dominio el conjunto N.

Si en la relacién anterior se tiene que f(n) =0,V n € N, la relacion es, ademas,
homogénea.

DEFINICION | Una relacion de recurrencia se dice que es homogénea lineal de

orden k con coeficientes constantes si es de la forma:
8n=Ci8ng + Conp + Cz@n3 +. . .+ Ckdnx,

donde ¢y, Cy, C3, . . ., Cx son constantes reales y ¢ # 0.

EJEMPLO 12| Se tiene que:

1. Larelacion de Fibonacci: f,=f, | + f,_, es lineal homogénea
de grado 2 con coeficientes constantes.

2. Larelacion a, =3a,_; +2a,_4 es linecal homogénea de grado 4
con coeficientes constantes. El grado igual a 4 se ve claramente
si esta relacion la escribimos asi:

a,=3a,.; +t0a,_, + 0a,_3+ 2a,_4.

3. Larelacién a,=a,_; + aﬁ _ o es homogénea de grado 2 con

coeficientes constantes, pero no es lineal.

4. Larelacion b, =nb,_; es lineal homogénea de grado 1, pero
no tiene coeficientes constantes.

5. Larelacion H,=2H,_; + 1 es lineal de grado 1 con coeficientes
constantes, pero no es homogénea.

Por razones de simplicidad, nos concentramos solamente en las relaciones de
recurrencia lineales homogéneas de grado 2 con coeficiente constantes. Esto es,
relaciones del tipo:

an=Cian-1 * Coan_»

A esta relacion le asignamos la siguiente ecuacion de segundo grado:
X2—01X—02:0,

que recibe el nombre de ecuacion caracteristica de la relacion de recurrencia dada.
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A las raices de esta ecuacion las llamaremos raices caracteristicas de la relacion.

Las raices caracteristicas nos proporcionan la soluciéon de la relacion de
recurrencia., en la forma que indica el siguiente teorema.

[ TEOREMA 7.11] Sea la relacién de recurrencia

an=Cian1 + Coanz (i)
con su correspondiente ecuacion caracteristica,
X2 — CiX—Cy,=0. (i)

1. Si la ecuacion caracteristica tiene dos raices distintas, I} y Iy,
entonces

a,=ar] + Bry, donde oy Bson constantes,
es la formula explicita para la sucesion.

2. Si la ecuacion caracteristica tiene una sola raiz r (r;=r,=r),
entonces

a,=ar" + phr", donde a y S son constantes, q

es la formula explicita para la sucesion.
Demostracion

1. Debemos probar que a,=a " + Sr;' satisface la relacion recursiva.
Observar que por ser Iy y I, raices de la ecuacion caracteristica, se cumple que:

(3) I’lz =Cin+c¢c (4) r22 =CiIh +C,
Ahora,
ay = ar" + Ao = a2 + B2}

=ai"? @ n+e) + g En + ) (De(3)y de(4)
=[cia™ + a2 ] + [ U + oy B2

=[ciar™™+ ¢, g ]+ [coar™? + ¢, pr 2] (Asociando y conmutando)
=claf"+ '] +efar + gy

= Ciap_; + Cd 2 (De (1),para n—1y n—-2).

2. Similar a la prueba de 1.

EJEMPLO 13| Resolver la relacion de recurrencia

a, = a,_;+2a,_,, con condiciones inicialesa, =9 y a, = 3.
Solucién
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La relacion dada es homogénea lineal de orden 2 con coeficientes constantes. En
consecuencia, podemos utilizar el teorema anterior.

.y ;e . 2 r
La ecuacion caracteristica correspondiente es X — X — 2 = 0, cuyas raices sonr; = 2
y = —1.

Por la parte 1 del teorema, la solucién es la sucesion {a, }, donde
a, = a2"+ p1"
Debemos hallar el valor de los coeficientes o y f.
De las condiciones iniciales se sigue que
9=ay= a2+ (-1 y 3=a =a2'+ g1
a+p=9

~ cuyasoluciénes a=4 =5.
2a-f=3 y y B

y tenemos el sistema de ecuaciones: {

Por lo tanto, la solucion de la relacién de recurrencia es la sucesion {a,}, donde

a, = 42"+ 5(-1)"

EJEMPLO 14| Resolver la relacion de recurrencia

b, = 6b, ; — 9b, ,, con condiciones iniciales by =5 y a, = 6.
Solucién

La relacién dada es homogénea lineal de orden 2 con coeficientes constantes. En
consecuencia, podemos utilizar el teorema anterior.

La ecuacion caracteristica correspondiente es X* — 6x + 9 = 0, la cual tiene sus dos
raices iguales r= r;= r,=3.

Por la parte 2 del teorema, la solucién es la sucesion {b, }, donde
b, = a3"+ gn3"

Debemos hallar el valor de los coeficientes & 'y S.

De las condiciones iniciales se sigue que

5=by= a3’+ pn3’y 6=b, = a3'+ B(1)3'

y tenemos el sistema de ecuaciones: { con solucion =5y pf=-3.

3a+38=6

Por lo tanto, la solucién de la relacién de recurrencia es la sucesion {b,}, donde

by = 5x3" +(=3n)3"= 5x3" — nx3""!
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PROBLEMAS RESUELTOS 7.4

|[PROBLEMA 1 | Hallar una formula explicita para la siguiente relacion de
recurrencia:

(@)’ =3(a, 1)*,donde ay=7ya, >0,Vn>1

Solucién

Si hacemos b, = (an)z, tenemos:
by=3by1,¥Nn>1 y by=7
Por iteracion obtenemos que

by=3by ;=...=3"hy= 7°x3"

a, = V7% x32 :7(«5)n

y, por lo tanto,

[PROBLEMA 2 | Hallar una formula explicita para la sucesion de Fibonacci:

fo= fu.1 + f,_2, con condiciones iniciales f; =1 y f, = 1.
Solucién

La relacion dada es homogénea lineal de orden 2 con coeficientes constantes. Su
ecuacion caracteristica es
2
X —x-1=0,

cuyas raices son:

n=>0-v5)2 vy n=01+J5)/2.

Por la parte 1 del teorema, la solucion es la sucesion {f, }, donde

SRS

2

Debemos hallar el valor de los coeficientes o y f. De las condiciones iniciales se
sigue que

(A s ]

2 2

Este sistema tiene por soluciéon o =— 1/ NG y fB= 1/ V5.
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Luego, la formula explicita de la sucesion de Fibonacci es

PROBLEMAS PROPUESTOS 7.4

En los problemas del 1 al 6, hallar una relacion de recurrencia a la cual
satisfaga la sucesién dada.

1. a,=2n 2. b,=2n+3 3. ¢, =7"
4. dy=n’ 5. e;=n*+n 6. a,=n+(-1)"
En cada problema del 7 al 13 se da una relacién de recurrencia con una

condicion inicial. Mediante la técnica de iteracion, hallar una formula explicita
para cada relacién.

7. a,=1.5a,_, a, =4 8. bn:5bn71+4, b1:2
9. dn = dn—l + n, d1 =4 10. Ch= —1,50 n-1» C = 9
11. a, = Nna,_1, a1:8 12. bn:bn—l +1 +2n_1, b():O

13. =01 -2, 9:=0

En los problemas del 14 al 21, indicar si la relacién de recurrencia dada es
homogénea lineal con coeficientes constantes. En caso afirmativo indicar su
grado.

14. a,=-12a,_ 15. b,=3nb,_;
16. ¢,= 3NnC,_,—Ch_1 17. d,=d,;+n
18. ¢,= 3Ch_2—Ch_3 19. a,= (logn)a,; —an»

20. bn:—bn,1+3bn,2 —Sbn,g, 21. v Ch = 4 Ch +21[ Ch_2

En los problemas del 22 al 28, resolver la relacion de recurrencia dada
22. bn: 4bn,1 +5bn,2, b1:1, b2:9
23. a,= -3a, —2a,.,, a,=-2, a,=4
24, c,= —6Ch_; —9Ch,, € =9, ¢;=-9

25. a,= 4a, —4a,_,, a =4, a,=8
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26. b,= 2b,,, b=V 2, b,=6

27. ¢, =+ ¢chy +24 ¢y, Co=1=cy. Sugerencia: hacer a,= 4/ Cp, .

28. 2a,= 7a,; —3a,,, a=1, a;=1

29. Hallar una formula explicita para la relacion de recurrencia
ah= ra,; +h,
donde r y h son constantes.
30. Se abre una cuenta de ahorros en un banco que ofrece el 12% de interés
compuesto anual.
a. Establecer una relacion de recurrencia para el deposito al término de n afios.

b. Hallar una férmula explicita para la cuenta si ésta se abri6 con 10.000 Bs.

31. El ntmero de bacterias de una colonia se triplica cada hora.

a. Establecer una relacion de recurrencia para el nimero de bacterias al
término de n horas.

b. Hallar una formula explicita para el nimero de bacterias de la colonia si ésta
se inicio6 con 100.
32. Se sabe que la poblacion del mundo en el afio 2.000 fue de 6,000 millones de

habitantes, y que ésta esta creciendo a razén de 1,3% anual.

a. Establecer una relacion de recurrencia para la poblacion del mundo al
término de n afios después del 2.000.

b. Hallar una féormula explicita para la poblaciéon del mundo al término de n
aflos después del 2.000.

. (Cual serd la poblacion del mundo en el afio 2.050?
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OPERACIONES

NIELS HENRIK ABEL EVARISTE GALOIS
(1802-1829) (1811-1832)

8.1 OPERACIONES BINARIAS

8.2 ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS
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NIELS HENRIK ABEL EVARISTE GALOIS
(1802-1829) (1811-1832)

NIELS HENRIK ABEL Y EVARISTE GALOIS son dos de los mds geniales
matemadticos que ha producido la humanidad. Sus vidas fueron muy cortas, 27 afios
el primero y 21 afios el segundo. Sin embargo, sus aportes han marcado hitos en el
desarrollo de la matemdtica moderna. Galois nos dejo la teoria de grupos, la cual
invade todas Las ramas de la matematica y algunas de la fisica. Abel solucioné un
famoso problema que desafi6 por muchos afios a las mentes mds claras de la
matemdtica. Probd que no existe una férmula algebraica que nos dé las soluciones de
una ecuacion de quinto grado.

Abel nacio en la isla de Finnoy condado de Nogaland, Noruega, el 5 de agosto de
1802. Su padre fue pastor de una comunidad, de condiciones econdmicas humildes y
poseia una familia numerosa. La estrechez de medios de subsistencia acompaiio a
Abel durante toda su vida. Muere en 1829, acosado por una enfermedad causada por
su deficiencia alimenticia.

Galois nacié en Bourg-la Reine, un suburbio de Paris, el 25 de octubre de 1811.
Fue un joven muy inquieto con abiertas convicciones republicanas, por las cuales
sufrio prision. Francia, para ese entonces, vivia la era postnapoleonica. Se dice que
por intrigas femeninas, Galois se enredd en un duelo a pistola. Muere, "en el campo
de honor", a consecuencia de un certero disparo de su adversario, el 31 de mayo de
1832, a la edad de 21 afios. La noche anterior, conciente que moriria en el duelo,
escribié apresuradamente sus tltimas meditaciones sobre la teoria de grupos. Estas
resultaron ser geniales aportaciones para la posteridad.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Los afios en que vivieron estos brillantes matemdticos, desde 1802 a 1832,
coinciden prdcticamente con la gesta independentista latinoamericana.
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SECCION 8.1
OPERACIONES BINARIAS

La operacion binaria mas conocida es, sin duda, la adicion de ndmeros naturales.
Esta operacion asigna a cada par ordenado (X, y) € N x N un tnico nimero z € N tal
que x +y = z. Pero esto significa que la adicién de nimeros naturales es la funcién:

f:NxN—N talque f(x,y)=x+y

Esta observacién nos guiara para presentar el concepto de operacién binaria.

DEFINICION | Sea A un conjunto no vacio. Una operacion binaria en A es una

funcién
f:AxA—=A

NOTACION | Para representar operaciones, es costumbre usar los simbolos =, L,

etc., en lugar de las letras f, g, h, etc., que se utilizan para expresar
funciones. De este modo:

* €S Una operacion binariaen A < *:AxA —> A
Se acostumbra escribir el signo de la operacion al medio de los dos
elementos. Es decir, el valor =(x, y) se escribe asi: x = y. Esto es,
(X, y) =Xy
La expresion x = y se lee “x es operado por y”.

EJEMPLO 1| Laadiciony la multiplicacion son operaciones binarias, tanto en N

comoen Z, Q, R & C, donde C es el conjunto de los nimeros
complejos.

EJEMPLO 2 La sustraccion (o resta) es una operacion binariaenZ , Q, R 6

C; pero no lo es en N, ya que la diferencia de dos ndmeros
naturales no siempre es otro ndmero natural.

EJEMPLO 3| Ladivision no es una operacion binaria en Z, ya que el cociente %

de dos enteros no siempre es otro entero.
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N RN ; a .
La division tampoco es una operacion binariaen Q, R 6 C, ya que b no esta

definida si b = 0. En cambio, la division si es una operacion binaria en cada uno de
los siguientes conjuntos:

0*= 0-{0}, R*=R-{0}, C*=C {0}

EJEMPLO 4| La siguiente funcién es una operacioén binaria en Z:
x4 xl — 7
axb =a+b-ab

EJEMPLO 5] Sea U un conjunto. La union e interseccién son operaciones binarias
en g (U):
UipU) x pU) > p(U), N (U) x o (U) - p(U)
(A,B)>AUB (A,B)>ANB

La diferencia de conjuntos y la diferencia simétrica también son
operaciones binarias en @ (U).

EJEMPLO 6| Sea 2 el conjunto de las proporciones. La conjuncion y la

disyuncion son operaciones binarias en P:

ANPxP 5P v: PxP > P
(.9 —> p Aq (P, @) = pvq

EJEMPLO 7 Sea A un conjunto y F(A) un conjunto formado por todas las

funciones f : A — A. La composicion de funciones es una
operacion binaria en F(A):

o: F(A) x F(A) —» F(A)
(f,g) > fog

EJEMPLO8| En R%1la siguiente operacion binaria es llamada la adiciéon de
pares:

+: R% x R? 5 R?

((a,b), (c,d)) > (&, b)+(c,d)= (a+c,b+d)
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Si a los elementos de R? lo representamos mediante (c,d) (a+c,b+d)

segmentos  dirigidos  (flechas), esta operacion
corresponde a la conocida regla de la diagonal del
paralelogramo. (a, b)

EJEMPLO 9| Una operaciéon binaria en un conjunto finito puede definirse

mediante una tabla (analoga a la tabla pitagérica). Asi, la siguiente
tabla define una operacion binaria en el conjunto A={ a, b, ¢ }:

Segun esta tabla se tiene que:
axa=a, axb=b, axc=c, b~xa=b, bxb=c, etc.

ASOCIATIVIDAD
DEFINICION| Una operacién binaria ~ en A es asociativa siy sélo si

ax(b~c) = (a~h)~c,Vahb,rc eA

EJEMPLO 10| Laadiciony multiplicaciéonen N, Z, Q, R 6 C son asociativas.

La union, interseccion, diferencia simétrica, definidas en @ (U)
(ejemplo 5), también son asociativas. Asi mismo, la composicién
de funciones (ejemplo 7).

EJEMPLO 11| La sustraccion en Z no es asociativa. En efecto, tenemos que:
3-(5-9) =3-(4) =1, (3-5-9=-2-9 =-11
Luego, 3-6-9 = 3-5-9

CONMUTATIVIDAD
DEFINICION| Una operacion binaria ~ en A es conmutativa si y s6lo si

axb =b+a VabeA

EJEMPLO 12| La adicién y multiplicacion en N, Z, Q, R 6 C, son

conmutativas. También lo son la unién, interseccion y diferencia
simétrica en g (U).
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EJEMPLO 13| Si #A > 1y F(A) es el conjunto de funciones f: A — A, entonces
la composicion de funciones en F(A) no es conmutativa. En
efecto, sia,b € A y a=b, tenemos las funciones constantes:

f:A > A g:A > A
fx)=a,VxeA gx)=b,VxeA
Ahora,
(gof)@)=g(f(a) =g(@) =b,  (fog)(a)=f(g(a) =f(b) =a
Esto es,

(gof)@=b=a=(fog)(a)
Luego, gof = fog.

EJEMPLO 14| Sean Ly = las operaciones binarias definidasen A={ a, b, c },
por las siguientes tablas:

La operacion L no es conmutativa. En efecto, se tiene:
alb=b y bla-=c
Se puede verificar paso a paso que la operacién - es conmutativa:

axb=bxa, b=xc=c *b,etc,

Un criterio méas simple, el cual es féacil de ver, es el siguiente: Una operacion
definida por una tabla es conmutativa si y sélo si la tabla es simétrica respecto a la
diagonal principal.

ELEMENTO IDENTIDAD O NEUTRO

DEFINICION| Sea = una operacion binaria en A. Un elemento e € A es un

elemento identidad o elemento neutro respecto a la operacion
siy sélosi
exa-a*e=a,VaeA

EJEMPLO 15| a. 0 e N es un elemento identidad para la adicién en N:

0O+n=n+0=n VneN
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b. 1e N esun elemento identidad para la multiplicacion en N:
l.n=n.1=n, vneN
c. @ e p(U) esunelemento identidad para la unién en g (U):

FUX=XUD=X, VXep)

d. Ue p(U) es un elemento identidad para la interseccién en
o (U):
UNX=XNU=X, VXe pU)

e. Lafuncién identidad 15 es un elemento identidad para la
composicién de funciones en F(A), donde F(A) es el conjunto
de funciones de A en A.

lhof=foly=f VfeF(A).

El siguiente teorema nos dice que una operacién binaria no puede tener mas de un
elemento neutro.

[TEOREMA 8.1] Si una operacién tiene un elemento identidad, entonces éste es
dnico.

Demostracion

Supongamos que e y e son dos elementos identidad para la operacion binaria =
definida en A.

Por ser e elemento identidad, se tiene que: exa=a, VaeA
En particular para a = €’ se tiene: exe = ¢ Q)
Por ser e” elemento identidad, se tiene que: axe”" =a, VaeA
En particular, paraa = e, se tiene: exe =e 2

De (1) y (2) obtenemos que e=e.

ELEMENTOS INVERTIBLES
Sea * una operacion binaria en el conjunto A que tiene elemento

identidad e € A. Un elemento a € A es invertible o simetrizable
si existe un elemento a” € A tal que

aa =a ~a=e

En este caso, se dice que a” es inverso o simétrico de a.
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EJEMPLO 16 | a. En N sélo 0 es invertible respecto a la adicion y sélo 1 es

invertible respecto a la multiplicacion.

b. Todo elemento a e Z es invertible respecto a la adicién, y el
inverso de a es —a. En efecto:
at(-a)=(-a)+a=0
¢. Todo nimero a € R tal que a = 0 es invertible respecto a la
multiplicacion, y el inverso de aes a™ = 1/a. En efecto:
1 _1

a.—=—.a=1
a a

EJEMPLO 17| Consideremos F(A), el conjunto de funciones de A en A, y la

composicion de funciones. Los elementos simetrizables o
invertibles de F(A) son las funciones biyectivas. En efecto,
sabemaos, por el teorema 7.2, que:

f:A — A esbiyectiva <> 3 lafuncion inversaf™:A - A,
y ademas,

foft=flof =1,

[TEOREMA 8.2 | Sea = una operacion binaria en A que es asociativa y tiene
elemento identidad. Si a e A tiene inverso, entonces éste es Unico.

Demostracion

Supongamos que a" y a~ son ambos elementos inversos de ay que e es el
elemento neutro. Tenemos que:

a’=a ~e (e es elemento identidad)
= a «(axa) (@ es inverso de a)
=@ ~a)~a (asociatividad)
zexa (@"" es inverso de a)
=a (e es elemento neutro)
Esto es, a’=a.

NOTACION | Siguiendo una costumbre generalizada, al elemento inverso del

elemento a lo denotaremos con a™*. Es decir,
a’ =at
|TEOREMA 8.3 | Sea = una operacion binaria en A que es asociativa y tiene
elemento neutro e. Si a e A es invertible, entonces su inverso
a™' también es invertible, y el inverso de a™ (el inverso del

inverso) es a. Esto es,
@h'=a
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Demostracion

Porser a* el inverso de a, se tiene:
axal=atxaz=e
Estas mismas igualdades nos dicen que a™ es invertible y que un elemento inverso
de a™ esa. Pero, el teorema anterior nos dice que el inverso es Gnico. Luego,
-1y -1
@) =a

|TEOREMA 8.4 | Sea = una operacion binaria en A que es asociativa y tiene

elemento identidad e. Si a y b son invertibles, entonces a = b
también lo es, y
(a=b)™* = ba?
Demostracion

Tenemos que

(@axb)x(b*~a™) = (@a»(b=b*))~a™ (asociatividad)
= (axe)~a " (b~ es el inverso de b)
=axa’ (e es el elemento neutro)
=e (a™ es el simétrico de a)

En forma similar se prueba que:
(bt ~at)~(axh)=e
Luego, (axb)y?=b"«a™

DISTRIBUTIVIDAD
Sean = y L dos operaciones en un conjunto A. Se dice que:
1. = esdistributiva por la izquierda respecto a L si
ax (blc)=(@=xbh) L(axc), VahbceA
2 = es distributiva por la derecha respectoa L si
(bLc)xa=(b~a)l(c=a), Vahb,c eA

3. = es distributiva respecto a 1 si =« es distributiva por la
izquierda y por la derecha respectoa L.

Es claro que si la operacion = es conmutativa, para ser
distributiva basta que ésta sea distributiva por un solo lado.

EJEMPLO 18 | En N, la multiplicacion es distributiva respecto a la adicion:
a(b+c)=(a.b)+(a.c)

Sin embargo, la adiciébn no es distributiva respecto a la
multiplicacién.
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EJEMPLO 19| En g(U), tanto la unién es distributiva respecto a la interseccion

y la interseccion es distributiva respecto a la unién:
1. AUBNC) = (AUBYN(AUC)
2. AN(BUC) = (ANBY)U(ANC)

| OBSERVACIONES |

1. Ademas de las operaciones binarias se tienen también operaciones unitarias,
ternarias, etc. En general si n es un nimero natural, una operacion n-aria en un
conjunto A es una funcion: f: A" — A

Un ejemplo de operacion unitaria es la operacién complemento en ¢ (U):
frpU)—>pU), f(A)=CA

2. A las operaciones antes tratadas se las llama operaciones internas, debido a que
siempre se opera con elementos de un solo conjunto. Pero, también existen
operaciones en que intervienen elementos de dos conjuntos distintos. En este caso
se tienen las operaciones externas. En forma mas precisa: Sean K y A dos
conjuntos distintos, una operacion (unitaria) externa en A con operadores en K
es una funcién.

fiKxA—SA

Como ejemplo de este tipo de operaciones tenemos la multiplicacion de
nGmeros reales por pares ordenados de nimeros reales (vectores):

f:RxR?>R?% f(r, (a b)) =r(a b) = (ra, rb).

PROBLEMAS RESUELTOS 8.1

PROBLEMA 1| Dada la siguiente operacion binaria en Z:
x: I xl—>1

=(@,b)=a+b-ab
a. Probar que esta operacién es asociativa, conmutativa y tiene
elemento identidad.
b. Hallar todos los elementos invertibles.
Solucion

a. Asociatividad.

ax(bxc)=ax(b+c—hc)
a+(b+c—bc)—a(b+c-bc)
a+b+c—-ab-ac-bc+abc
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Por otro lado,

(a*b)yxc=(@a+b-ab)xc
(a+tb—-ab)+c-(at+b-ab)c
at+b+c—ab-ac-bc+abc
Luego, a=(b=c) = (axb)=c.

Conmutatividad
axb=a+b-ab=b+a-ba=b=*a
Elemento Identidad
0 es elemento identidad. En efecto:
ax0=a+0-a0 = a y O~xa=0+a=0a = a
b. Elementos invertibles

Seaa €Z un elemento invertible con inverso a™ € Z. Se tiene que,
axa' =0 < a+a’ —aal =0 < a' —aa’ =-a

o all-a)=-a = at=->
a-1

El nimero a™ tiene que ser entero. Est sucede s6lo cuando el numerador a
debe ser 0 6 el denominador a— 1 debeser 1 ¢ -1. Esto es,
a=0 o6 a-1=1 6 a-1=-1
De donde obtenemosque a=0 &6 a =2
Luego, los Unicos elementos invertibles son 0 y 2. Ademas, el inverso de

a=0esa’ =0, yelinversode a=2 es a*=2.

PROBLEMA 2| Sea * una operacion binaria en A. Se dice que un elemento a de

A es regular respecto a la operacién = si se cumplen las dos
siguientes condiciones cancelacién a la izquierda y a la derecha):

1. axX=axy = x=y 2. X+xa =y xa =>X=Yy

Probar que todo elemento invertible es regular.
Solucion

Supongamos que a es invertible y sea a™ su inverso.
1. axx=axy = a'x@*x)=a x(@ry) = (@ '*a)xx=(@" *a)*y
D exXzTexy —> X=y
2. Se procede en forma similar a 1.
Observarse que el reciproco de la proposicién anterior no se cumple. En efecto, en
N con la multiplicacién, todo elemento de N es regular, pero sélo 1 es invertible.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 8.1

1. Dadas las siguientes operaciones binarias

a. axb=2a+b en Z b. axb=ab+4 en Z
c. axb=a’+b en Z d. aLbza—;rb en R
e. alb=|a-b| en N f. axb=a" en N*=N-{0}

g. aJ_b=% en Q*=Q—{O} h. alb =2ab en R

¢Cuales son asociativas?. ¢Cuales son conmutativas?. ;Cuéles tienen elemento
identidad y, en caso de tenerlo, cual es éste?

2. Las tablas siguientes definen 5 operaciones binariasen A={ 0,1 }

d)

o1 9 jou 01 o1
oo o 0lo 1 0‘01 ol1 o
111 1 111 1 110 o 1lo 1

¢ Cuales son asociativas?. ;Cudles son conmutativas?. ;Cudles tienen elemento
identidad?

3. En A={0,1,2,3,4} setienen las siguientes dos operaciones:

S X+
a. x=y=r,donde r € A es el resto de la division _y'

b. xLly =r,donde r € A es el resto de la division Xy

Construir sus respectivas tablas y determinar las propiedades de cada una.

4. En A={1,2,3,4,6,12 } definimos la siguiente operacion:

axb=MCD{a b}
Construir la tabla de esta operacién y determinar sus propiedades.

5. En N definimos la siguiente operacion binaria:
anb = Min{a, b}
Probar que esta operacién es asociativa, conmutativa, y no tiene elemento
identidad.

6. En N definimos la siguiente operacion binaria:
avb = Max {a, b}
Probar que esta operacion es asociativa, conmutativa, tiene elemento identidad y
que 0 es el Unico elemento invertible.

7. Sea » unaoperacién binaria en A que es asociativa y conmutativa.
Probar que Va, b, ¢, d € A se cumple que
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i. ax(bxc)=bx(axc)
i. @xb)x(cxd)=[(d=c)~a]*b

8. Sea * una operacion binaria en A que tiene elemento identidad. Si se cumple que
(@axb)x(cxd)y=(a=c)~(b~d), Va,b,c,deA,

Probar que esta operacion es asociativa y conmutativa.

9. En N se tienen las dos operaciones siguientes:
(1) axb=a+2b (2)alb=2ab
Probar que L es distributiva respecto a .
10. Determinar el nimero de operaciones binarias que se pueden definir en un

conjunto A si:
a. #A=1 b. #A=2 c. #A=3 d. #A=n

11. Determinar el nimero de operaciones binarias conmutativas que pueden
definirse en un conjunto A si:
a. #A=1 b. #B=2 c. #A=3

SECCION 8.2
ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Todos nosotros hemos oido hablar del sistema de los nUmeros naturales. Se usa
esta frase para identificar al conjunto N provisto de las operaciones de adicion y

multiplicacion; es decir, para identificar a los cuatro objetos ( N, +, .,<). Este
cuadruple es un ejemplo de un sistema algebraico. En general, un sistema
algebraico es un conjunto A provisto de operaciones o relaciones definidas en A.

Se acostumbra denotar un sistema algebraico escribiendo entre paréntesis el
conjunto, las operaciones y las relaciones.

Las propiedades de las operaciones de un sistema algebraico, le dan a éste una
estructura algebraica de una especie determinada. Las estructuras algebraicas mas
conocidas son las estructuras de semigrupo, grupo, anillo, campo, médulo, espacio
vectorial, etc. El algebra es la rama de la matematica que estudia sisteméaticamente
las estructuras algebraicas. El &lgebra se interesa primordialmente por las
propiedades de las operaciones.

Esta seccion la dedicaremos a estudiar, en forma breve, las estructuras de
semigrupo, grupo, anillo, campo y algebra de Boole.
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SEMIGRUPO

| DEFINICION | Un sistema algebraico ( A, =), donde = es una operacion binaria

en A, es un semigrupo si la operacion = es asociativa.

Si ademas la operaciébn = es conmutativa, se dice que el
semigrupo es conmutativo.

Un semigrupo puede o no tener un elemento identidad.

EJEMPLO 1| Son semigrupos conmutativos con elemento identidad 0:
(Nl+)l (Za+)! (Q!+)Y([RY+)Y(C!+)

EJEMPLO 2| Son semigrupos conmutativos con elemento identidad 1:
(N, (Z2), (@), (R,.), (C, )

siN =N {0}, z*=7 -{0}, Q" = Q-{o}, ¢ =c-{o},
entonces (N*,.), (Z* .), (Q",.), (R*,.), (C",.)
son semigrupos conmutativos con elemento identidad 1.

Si N*, Z*, Q", R* son los naturales positivos, enteros positivos,
racionales positivos y reales positivos, respectivamente, entonces
(N, +), (Z",+), (Q",+), (R",+)
son semigrupos conmutativos sin elemento identidad y

(N%), (Z°, ), (@, ), (RY).)

son semigrupos conmutativos con elemento identidad 1.

EJEMPLO 5| Si A es un conjunto con dos 6 mas elementos y F(A) es el conjunto

de funciones de A en A, entonces (F(A), o) €s un semigrupo no
conmutativo con elemento identidad la funcién 1.

GRUPO
DEFINICION| Un sistema algebraico (G, =) es un grupo si (G, =) es un

semigrupo con elemento identidad y todo elemento de G es
invertible.

En términos mas precisos, (G, =) €s un grupo si se cumple que:

G;. Asociatividad. ax(bxc) = (a*xb)=c, Va,b,ceG
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G,. Elementoneutro. 3JeeG,talque axe=exa=a, VaeG

Gs. Elementos inversos. Vae G,3a'eGtalque aa” =a'~a=¢e

El grupo es abeliano o conmutativo si, ademas, se cumple:
G,. Conmutatividad. a»b=bxa, Va,beG

El término abeliano se ha escogido en honor al matematico N. Abel.

|OBSERVACION | En la definicién de grupo, algunos autores agregan un axioma
mas, que le llama clausura. Este dice:

SiaeGy beG,entonces (axb) e G

Esta propiedad esta implicita en la definicion de operacién. En
efecto, = , por ser una operacion, es una funcion de G x G en
G. Por lo tanto, a = b tiene que estar en G.

(Z.4). (Q.4). (R,4), (C,+)son grupos abelianos.

EJEMPLO 7| (Q*,.), (R*,.), (C* .) songrupos abelianos.

EJEMPLO 8| Sea A un conjunto con 3 6 mas elementos. Sea B(A) el conjunto

formado por las funciones f: A — B biyectivas. Es fécil ver que la
composicion de funciones es una operacién binaria en B(A) y que

(B(A), 0) es un grupo no abeliano.

EJEMPLO 9 ([R{Z, +) es un grupo abeliano.

EJEMPLO 10| (g (U), A) es un grupo abeliano

En efecto, sabemos que la diferencia simétrica es asociativa,
conmutativa y tiene elemento neutro, que es el conjunto vacio &.
Ademas, para cualquier conjunto A € g (U) se tiene:

AAA =0

Luego, todo elemento de g (U) es invertible y su inverso es el

mismo elemento.
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EJEMPLO 11| Si = es la operacion binaria en el conjunto de los bits B={ 0,1}

definida por la siguiente tabla, entonces (B, =) es un grupo
abeliano. Este grupo juega un papel fundamental en la ciencia de la
computacion.

*

0
1

~ o |lo
o |-

EJEMPLO 12| Si * es la operacion binariaen A = { ¢, a, b, ¢ } definida por la

sigiuiente tabla, entonces (A, =) es un grupo abeliano, llamado el
grupo de Klein.

e a b c

ele a b c

ala e cb

b b c e a

cic b a e
¢SABIAS QUE . ..

FELIX KLEIN (1849-1925) matemadtico alemdn, profesor
de la Universidad de Erlanger. Logrd clasificar a las
geometrias elementales a través de sus grupos de
transformaciones. Sus resultados son conocidos como EI
Programa de Erlanger y produjeron un tremendo impacto
en el campo geométrico. Demostro que las geometria
euclideana y las geometrias no euclideanas son casos
particulares de la geometria proyectiva. Felix Klein

EJEMPLO 13| En los ejemplos 8 y 10 del capitulo 6, hemos construido el

conjunto Z3, de los enteros médulo 3:

zs={[0],[1 121 }

Por razones de comodidad a las clases de equivalencia los
denotaremos, por comodidad, asi:
[01=0, [11=1, [2]= 2.
L siguiente tabla define la operacion + en 73,
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0
1
2

Con esta operacion, (Zg, +) es un grupo abeliano, llamado el grupo de los
enteros modulo 3.

|OBSERVACION | La operacién + dada por la tabla para Z3 se puede definir
mediante la adicién de Z del modo siguiente:

[+ 01 =[i+]].

Asi, de este modo tenemos, por ejemplo,

0] +[2]=[0+2]=[2], [1]+[2]=[1+2]=[3]=[0],

[2] +[2] =[2 + 2] = [4] = [1], etc.

El ejemplo anterior lo generalizamos a Zy, donde n es cualquier entero positivo.
Como en la observacidn anterior, definimos la operacion + en Z,, del modo siguiente:
t:dnxIn—Zn, [+ 01=1+]1

Este ejemplo es tan importante que lo presentamos como un teorema.

|TEOREMA 8.5| (Zy, +) esun grupo abeliano, llamado el grupo de los enteros
mddulo n.

Demostracion
G;. Asociatividad
[+ (O1+K)=01+G+K = [i+G+RI=[(+0)+K]=[i++[K
G,. Elemento neutro
3[0] € Z,, talque [i]+[0]=[i+0]=[i] vy [O]+[i]=[0+i]=]i]
Gs. Elementos inversos
V [il]eZ, 3[-i],talque [i]+[-]1=[i—-i]=[0] y [-i]+[i]=[-i+i]=][0]

G,. Conmutatividad.

]+ 01=Mi+j]=0+1=01+00
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La multiplicacion en Z, asi como la adicién, induce una multiplicacién en Zp, del
modo siguiente: e : ZpnxZn —>Zn (il [[1=1i.]]

[TEOREMA8.6] Si 7} = Z,-{[0]}, entonces

1. (Zy, ) es un semigrupo conmutativo con elemento identidad [1].
2.(Zy,, ) es un grupo conmutativo, si n es primo.
Demostracion

1. La prueba de la asociatividad y conmutatividad de « sigue los mismos pasos que
la prueba del teorema anterior para el caso de +. En cuanto al elemento identidad:

(1]« [ = [1. 1] = [i]
2. Paraque (Z,, ) sea un grupo conmutativo, debido a la parte 1, sélo falta probar

que cualquier elemento [a] € Zj,, es invertible.

Bien, como [a] = [0], entonces a no es maltiplo de n. Ademas, como n es primo,
entonces a y n son primos relativos. Ahora prestamos un resultado de la teoria
de los nimeros que nos asegura que, en este caso, existen nimeros enteros b y m
tales que

ab+mn=1

Esta igualdad, llevada a clases de equivalencia, nos dice que
[ab] + [mn] = [1]

Pero, [ab] = [a] « [b] Yy, por ser mn un mdultiplo de n, se tiene que [mn] = [0].
En consecuencia, reemplazando en la igualdad anterior, tenemos que

[a] « [b] = [1]

Esta igualdad nos dice que [a] es invertible y que su inverso es [b].

SUBGRUPOS
DEFINICION| Sea (G, *) un grupo. Un subconjunto no vacio H de G es un

subgrupo de (G, *) si y sélo si (H, =) es un grupo.

EJEMPLO 14| Si (G, *) es un grupo, entonces H = {e} y el mismo G son

subgrupos de G. Estos subgrupos son llamados subgrupos
triviales de (G, =).




Capitulo 8. Operaciones 289

EJEMPLO 15| (Z, +) es un subgrupo de (Q, +) y, a su vez, (Q, +) es un

subgrupo de (R, +).

H={ea}, K={e b} y L={e, c} sonsubgrupos del grupo

de Klein (ejemplo 12).

El siguiente teorema nos da un criterio mas simple para reconocer un subgrupo.

[ TEOREMA 8.7| Sea (G, ») ungrupoy H — G un subconjunto no vacio. H es
un subgrupo de G si y s6lo si se cumple que:

l.aeHA beH= axbeH (Hescerrado respectoa *)
2.aeH = a'eH
Demostracion:
=)
Como (H, =) es un grupo, = es una operacion binariaen H. Estoes = : H x H - H.
Luego, se cumple 1.
La propiedad 2 sigue inmediatamente de la propiedad G; de grupo.
(=)
Debemos probar que (H, =) cumple con la definicion de grupo:
G;. Asociatividad:
Evidentemente = es asociativa en H, ya que = es asociativaen G y H < G.

G,. Elemento neutro:

Sea e el elemento neutro de (G, =). Probaremos que e € H.
Sea aeH. Por2,ateH vy, porl,eceH,yaque
axal=alt«xa=e
G;. Elementos inversos:
Sia e H, por 2, a*e H. Ademas se cumple que

axalzalxaze

EJEMPLO 17| Si P es el conjunto de nimeros enteros pares, entonces (P, +) es
un subgrupo de (Z, +).
En efecto, probaremos que se cumplen las condiciones 1y 2 del
teorema anterior.

l.aeP AbeP = 3Fk,k €Z | a=2ky A b=2k
:>Elk3=(k1+k2)eZ / a+b=2k3
= (at+h)eP
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2.aeP => 3JdkeZ | a=2k
:>Elk1=—keZ /—a:2k1
= —aeP

HOMOMORFISMO

Entre estructuras algebraicas existen ciertas funciones que se distinguen por
respetar las operaciones de las estructuras. Estas funciones se les Ilaman
homomorfismos.

DEFINICION| Sea=y L operaciones binariasen Gy G respectivamente.

f
G ) ————— (", 1)

Un homomorfismo de (G, =) en (G", 1)
es una funcién

f:G—> G talque
f(a=b) = f(a) L f(b), Va,be G

En términos simples, un homomorfismo es
una funcion que respeta  (preserva) las
operaciones.

Un isomorfismo de (G, =) en (G", L) es un homomorfismo biyectivo. En este
caso, se dice que (G, ) y (G’, 1) son isomorfos. Desde un punto de vista
algebraico, no hay distincion entre (G, =) y (G, 1) .

fiZ->Q f=3
es un homomorfismo de (Z, +) en (Q, +).

En efecto:
n+m _

f(n+m) = 5 g

+ % = f(n) + f(m).

La funcion exponencial f: R — R*, f(x) = 10%
es un isomorfismo de (R, +) en (R, .)
En efecto,
fa+ b) = 10%*? = 10%. 10° =f(a) . f(b)

f es biyectiva, ya que tiene por inversa a: g(x) = log (x).
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ANILLOS Y CAMPOS

Los anillos y los campos son estructuras algebraicas que tienen dos operaciones
interrelacionadas. Los anillos toman como modelo a Z, los nimeros enteros.

DEFINICION | Un anillo es un conjunto A no vacio provisto de dos operaciones,

denotadas por "+" y "." tales que:
A, a+(b+c)=(a+b)+c, Va,b,ceA
A, 30eA talque a+0=0+a=a, VaeA
A;. YVaeA J-aeAtalque a+(-a)=(-a)+a =0
A, a+b=b+a VabeA

As. a.(b.c)=(a.b).c, Va,b,ce A
Ag. Leyes Distributivas:
a.(b+c)=ab+acy (b+c).a=b.a+c.a VahbceA
El lector debe reconocer que los cuatro primeros axiomas dicen que A con la
operacion +, que llamaremos adicion, es un grupo abeliano. La propiedad 5 dice

que la operacién . , que llamaremos multiplicacién, es asociativa. El axioma 6
interrelaciona las dos operaciones.

A un anillo lo representaremos por la triada (A, +, . ), donde A es el conjunto no
vacio, + y. son las dos operaciones binarias.

El anillo A es un anillo conmutativo, si la multiplicacién es conmutativa:
a.b=b.a, Va,beA
El anillo A es un anillo con unidad, si existe un elemento 1e A que es elemento
identidad para la multiplicacion. Es decir, se cumple que:
l.a=a.l=a, VaeA

En este caso, el elemento 1 es llamado la unidad del anillo.

EJEMPLO 20 | EIl conjunto de los nimeros enteros provisto de la adicion y la

multiplicacién usuales; es decir (Z, +, .), es un anillo conmutativo
y con unidad.
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EJEMPLO 21| El conjunto P formado por los nimeros entero pares, provisto de

la adicién y la multiplicacién usuales; es decir, (P, +, .) es un
anillo conmutativo que no tiene unidad.

EJEMPLO 22| (Zp, +, « ) es un anillo conmutativo con unidad. En efecto, el

teorema 8.5 y la primera parte del teorema 8.6 nos dicen que

(Zn , +, « ) cumple con los cinco primeros axiomas de la
definicion de anillo, que la multiplicacion es conmutativa y que
tiene unidad, que es [1]. En cuanto al axioma 6 tenemos:

[l (O1+K)=01e([i+K) =0G+RI=[i.j+i.K
=[]+ 0K =[]« []+ ][k

DEFINICION | Un campo es un anillo (C, +, .) tal que (C,+) y (C*,.) son

grupos abelianos.

En términos mas precisos, un conjunto C no vacio, provisto de dos operaciones, +
y ., esdecir (C, +,.), es un campo si satisface los siguientes axiomas:

C;. at+(b+c)=(atb)+c,Vab,ceC

C,. d0eC,talque a+0=0+a=a, VaeC

Cs. YVaeC,d-aeC talque a+(-a)=(-a) +a=0

Cs, a+b=b+a,VabeC

Cs. a.(b.c)=(.b).c, vVa,b,ceC

Ce. d1leC, talque a.1=1.a=a, VaeC

C,.. VaeC, talque a #0, 3a*eC talque a.a* =1
Cg. a.b=b.a, VabeC

Co. a.(b+c)=ab+ac, Va,b,ceC

[EJEMPLO 23] @, R y C, con sus operaciones usuales de adicion y
multiplicacién, son los campos mas conocidos.
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EJEMPLO 24| (Zp,+, ), donde p es un nimero primo, es un campo. En efecto,

esta conclusion sigue inmediatamente de los teoremas 8.5 y 8.6.

ALGEBRA DE BOOLE

En los capitulos 1 y 4 hemos resaltado los idénticos comportamientos que tienen
las proposiciones, los conjuntos y los circuitos combinatorios, provistos de sus
respectivas operaciones basicas.

Un &lgebra de Boole es un conjunto no vacio B provisto de dos operaciones
binarias @, ®, que llamaremos suma y producto respectivamente, y una operacién

unitaria “' ”, que llamaremos complemento, las cuales satisfacen los siguientes
axiomas:

B;. Leyes Conmutativas.
adb=bcpa vy a®b=Db@®a, Va,be B
B,. Leyes de ldentidad

Existen en 5 dos elementos distintos, 0 y 1, tal que
apO0=a. y l®a=a, Va eB
Bs; Leyes Distributivas
a@(bac)=(acb@@ec)yadboc)=(@adb)®(@dc) Va,b,ceB
B, Leyes de Complementacion

ada=1ly a@a =0, VaeB

A esta algebra de Boole la representaremos por la cuadrupla (8, @, ®, ).

EJEMPLO 25.| Sea U un conjunto. (% (U),U,N, C) en un algebra de Boole.

En este caso, B = (U); & =U, la union de conjuntos, ® =N, la

’

interseccion de conjuntosy ‘= (, el complemento de un conjunto.
Ademas, 0=g y1=U.

El cuadro de algebra de conjuntos en nuestro capitulo 4 nos dicen
que los axiomas del algebra de Boole son satisfechos.
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EJEMPLO 26.| Sea P el conjunto de formado por las proposiciones.

Lacuadrupla (2, v, A,~) esun algebra de Boole.
En este caso, B = P, @ = v, la disyuncién; ©® = A, la

conjuncién; ‘= ~, la negacion.

Ademas, 0 =0, una contradiccion; 1 = 1, una tautologia.

El cuadro de algebra de las proposiciones en nuestro capitulo 1 nos
dice que los axiomas de un algebra de Boole son satisfechos.

PROBLEMAS RESUELTOS 8.2

| PROBLEMA 1| Sean (G, ») y (E,J_) dos grupos con elementos neutros e y ¢,
respectivamente. Si f: G — G es un homomorfismo, probar que

1 fe)=é 2. f@l)=(fa)™",vaeG

Solucién

1. Sea aun elemento cualquiera de G. Tenemos que
f(a) Lf(e) =f(axe)=f(a)=f(a) L &

El problema resuelto 2 de la seccién anterior nos permite cancelar f(a) de la
igualdad anterior para obtener: f(e) = é.

2. Sea a un elemento cualquiera de G. Tenemos que
fla) Lf@t)=flaxat)=fle)=¢&
flal) Lf(a)=f(at~a)="f(e)=é&

Luego, (f(a))™* =f(a™)

[PROBLEMA 2| Seaf: G — G un homomorfismo del grupo (G, =) en el grupo

(6, 1). Se llama nucleo de f al siguiente subconjunto de G.
K={xeG/f(x)=¢€}

Probar que el nicleo K es un subgrupo de G.

Solucién
Probaremos que K satisface las dos condiciones exigidas en el teorema 8.7:

1. Siae Ky beK, entonces
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faxb)="f(a) Lf(b)=eLe =€
Luego, (a=bh) e K

2. Sia e K, entonces, por la parte 2 del problema anterior,
fa) =(f@)™ =(¢)" =€

Luego, ate K

PROBLEMAS PROPUESTOS 8.2

1. ¢Cuales de los siguientes conjuntos, con la operacion indicada tienen la estructura
de grupo?

a. A={neZ [ n<Q0},con laadicion de enteros.
b. B={neZ I/ n=2k+1,keZ},conlaadicién de enteros.
c. C={xeZlx=2k ke Z}1,conlaadicién de enteros.

d D={neZ | n=5k keZ}%,conlaadicion de enteros.

e. E={ -1,1,1}, conlamultiplicacién de enteros.

f. F={1,-1,i,-i}, con la multiplicacién de complejos.

g. G ={ze C/|z| =1}, con la multiplicaciéon de complejos.

2. Sean ri, r, y rs lastres raices de la ecuacion cibica: x° = 1.

Probar que el conjunto A = { ry, r,, r; }, multiplicacion de complejos, es un
grupo abeliano.

3. SeaA =R -{-1} En A definimos la siguiente operacion: axb=a+b+ab
a. Probar que (A, =) es un grupo abeliano.
b. En (A, ) resolver laecuacion: 3= (x=5)=4

4. Sien R" definimos la operacion

[ Q) N (AR Vb TN (ol VRN G SV §
Probar que (R", +) es un grupo abeliano.

5. En Q"= Q —{ 0} definimos la siguiente operacion: a b = ab

2
Probar que (Q", =) es un grupo abeliano.
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6. Sea M el conjunto de nimeros reales: M={a+ byv2/a,be Q}

a. Probar que M, con la adicion de nimeros reales es un conjunto abeliano.

b. Si M* = M — {0}, probar que M*, con la multiplicacion de nimeros reales,
s un grupo abeliano.

7. Si (G, =) es un grupo, probar que el Unico elemento idempotente de G es e. Esto

es, probar que X*=X=X = X=¢

8.

Sea (G, =) un grupo. Probar que si X = x=¢, VX € G, entonces (G, =) es
abeliano.

9. SeanH={(x,y,eR*/z=0}yL={(xy.2)eR®/y=0 ~nz=0}.

10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.

Probar que H y L son subgrupos de (R® +)

Si A'y B son subgrupos de un grupo (G, *).
a. Probar que A N B es un subgrupo de (G, =).

b. Probar, con un contraejemplo, que la unién de los subgrupos no siempre es
un subgrupo.

Sea { A }ic una familia de subgrupos de un grupo (G, *).
Probar que () A es un subgrupo de G.

icl
Probar que la funciéon f: [Ri*—> R*, f(x) = x° es un homomorfismo de ([R*, .)
en(R,.).
Probar que la funcion  h: R* > R? h(x,y) = (-y, X) es un isomorfismo de
(R? +) en (R? +).

Sif:G—>H y h:H-—L sonhomomorfismos, probar que la composicion
hof:G — L es un homomorfismo.

Sea (G, ) un grupo y a un elemento fijo de G. Probar que las siguiente funcion
esunisomorfismo: h:G—>G, h(x)=al«x~a

Sea f: G — G un homomorfismo de grupos. Si H < G es subgrupo de G y
Lc G esun subgrupo de G, probar que
a. f(H) esun subgrupo de G.

b. f7(L) es un subgrupo de G.
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RESPUESTAS

CAPITULO 1

SECCION 1.1

1. Todas son proposiciones, excepto f, h, i y I. La p es una proposicion falsa.

1.

2.

a.m

d. (s A d) = (~1)

g.c—a

jop—of

l.~(tAs)

0.c<&>(pvm)
r.~[(tvi)A (dAp)]

u. (haoa~n)—>(@<>~g)

X.p—>e

a. R.:Six=5,entonces x+2=7.

SECCION 1.2
b. ~p c.c—d, donde c:x%=
e.ceop f.(anf)v (~anp)
h.v—p i.p—>c
k.t—>d l.~(tAs)
m. cA(e — a) n. (Qvs)A(©—>m)
p.~l —>f g. baf

s.cadyv(~pre) te—a
v.(bve)at w.d—>p

y. f—>(cAf)

C.:Si x+ 27, entonces x # 5.

C.R.:Six=5,entonces x+2=7.

b. R.: Silaconjuncion no es falsa , entonces el condicional es falso.

C. : Si el condicional no es falso, entonces la conjuncion es falsa.

C. R. : Si la conjuncion es falsa , entonces el condicional no es falso.

¢. R.: Unacondicién necesaria paraquey=2esy+1=05,

C. : Una condicion necesaria paraque y+1=5 es y=2.

C. R. : Una condicion necesaria paraquey=2esy + 1 =5.

d. R.:x3=-8escondicion suficiente para que 2x +5 = 1.

C.:2x+5=1 escondicion suficiente para que x3 # — 8.

C. R. : x3 = -8 es condicion suficiente para que 2x +5 = 1.
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e. R.: Si estudio, entonces llego temprano a casa.
C. : Si no llegue temprano a casa, entonces no estudio.
C. R. : Si no estudio, entonces no llego temprano a casa.
f. R.: Yo voy aclases cuando entiendo la materia.
C. : Yo no entiendo la materia cuando no voy a clases.

C. R.:Yono voy aclases cuando no entiendo la materia

3. a x<y b.x2y c x>y d x<y 4al b0 cl1l d0o el
5. a1l bl c¢cl1 dl1 el f0 g1
6. a [(pPAra)vr]a(tv~a) b. (pAa)vI(pAT)v~s)
1" TH
I3
c [raevalvieva)a@an alpa@vs)]

N,
qp]‘q“r p‘[r]'

7. a. Si Paris esta en Francia y Bolivar nacié en Caracas, entonces Cervantes no
escribid la lliada.

b. No es el caso que si Paris estd en Francia, entonces Bolivar no nacio en
Caracas; si y solo si Cervantes escribi6 la lliada y Sécrates muri6 en Espafia.

c. O Paris no estd en Francia o Bolivar naci6 en Caracas; y si Cervantes
escribid la lliada, entonces Socrates no murid en Espafia.

d. O Bolivar nacié en Caracas y Socrates no muri6 en Espafia o si Paris esta en
Francia, entonces Cervantes escribi6 la lliada.

e. O Paris esta en Francia y, Bolivar nacié en Caracas y Cervantes escribio la
Iliada o Socrates no muri6 en Espafia.

f.  Si Paris esta en Francia, entonces Bolivar nacié en Caracas; y si Cervantes
escribio la Iliada, entonces Sdcrates murié en Espafia.

g. Cervantes no escribio la lliada o Bolivar naci6 en Caracas, si y s6lo si, Paris
esta en Francia y Socrates no murié en Espafia.

8 al b0 c¢cl1 d1 el1 f1 g1
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9. a 2x2=4 b. |p|123 34
1/1 100
SECCION 1.3
la~paA~~(q—p) b.[p—>qgAar]—>pv~~q
2.a(~p=2>9A(rvm) o t] b.[~p>@AN]v(MmMst)
Clpo>aArlv(imet) d. ~[p >{(@Anvmes}]
4.a.~(p—5s) b.~cA(mv~m) c.(pard)v (~u—b)
d. (p > ~C) A (~c > ~1) e.~[c—> (~sv~h)]
5.a.0 b.0 c.1 d1l 6. VL(p) =VL(q) =1
7.VL(m) =1, VL(r)=0,VL() =0 8.VL(p)=1,VL(q) =0,VL(r) =1
9.VL(p)=1, VL(q)=0, VL(nN=1 10. a. si b.si  c.9pm
11. a.no b. si 12.a.si  b.si
SECCION 14

10. pAg=~(~pv~a), pva=~(~pva)v~(~qvp),
P>a=~pvd pc>q=~[~(~pva)v~(~qvp)]

1. pva=~p—0q pargq=~(p—>~0), Ppxq=(P—>9—>~Qq—>p)
pe>ad=~[(p—>a)—>~@a—>pl

12. pvq = al a, donde
a=[pip)i{@iani@ia}il@iai{pip P}

13.a. ~p=plp b.pvag=(plp)l(@la) cpagq=(pla)(la)

d.p—=>a=[Elp)IEIp)]I@]la) e.p<«>q=ala,donde
a=[{eIpIEim} @]l {alal@io} @]
f. pvq =a|f, donde

a=[{pl@la} {pl@ll{pl@la}{pl@la]
A=Hal@eIp}{al@eIpIIHal®l}i{al®Elp)]
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14. a.~pAqQ b.~pAg C.~p d.~qv~r

15.a __~p__q__ b _r_’p:l_r_

c.__d_|::|_ %Nq}

f. — QT 9 T ~p q
i —p
16. ~p P ~q
S A
p— q— 1
p__ q__~r
17.
FEET
T/ qQ T/ r—
CAPITULO 3
SECCION 3.1
1.{0,1, 2} 2.{3} 3. {0} 4. Vacio 5. Vacio.

6.{-2,-1,0,1,2} 7.{-2,-1,0} 8.{-1,0} 9.{-4,2,3} 10.{2 3,4}
11.{0,1,2,3,4} 12.{(-3,-1),(-3,0), (-3, 1), (-2, -1), (-2, 0), (-1, -1)}

SECCION 3.2
1. a. (VX)(HX) — 1(x)) b. (VX)(H(x) > ~I(x)) c. (IYHE)) A 1(x))
d. @)HX) A ~1(X)) e. (VX)(P(x) > C(x))
f.~(v)(P(x)) 6 (EX)(~P(x)) 9. (VX)(T(x)) h. (vX)(~P(x))
i. (3X)(B(X)) J. @)EX) A PX) AT(X) k. ~(Vx)(C(x) > R(x))
1. (vX)(I(x) > V(X)) m. ~(¥x)(B(x) — O(x))

2. a. Algo es perfecto  b. Algo no es temporal c¢. Nada falta d. Todo es correcto.

3. a. (vxeQ)(R(M) 6 (VX)(Q(X) = R(x))- V)
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b. AxeR)(~Q(x)) 6 (IX)(R(X) A ~Q(x)). V)
c. (V)(I(x) > ~Q(x)). V)
d. (VX)(P(x) > ~A(x)). (F): 2 es primo y par
e. (@xeO)(P(x)) 6 (IN(C(X) A P(x)). V)
f. (VxeR)(~E(x)). V)

4. a. [(Vx)(B(x))] — s, donde s: el sol es oro. Contrarreciproca:
~5 — (IX)(~B(X)), que se lee: Si el sol no es oro, entonces algo no brilla
b. (VX)(R(X)) = (3x)(R(X)), donde R(x): x es rojo. Contrarreciproco:

(VX)(~R(x))— (3x)(~R(x)), si nada es rojo, entonces algo no es rojo.

5. a.Falsa b.Falsa c.Verdadera d. Falsa, contragjemplo: x =0
e. Verdadera f. Verdadera g.Falsa h.Verdadera.

6. a. (AN)(vY)@E)(xyz=2)  b. @)(VY)(P(x, y) A ~Q(X, y)).

7. ax,=4 bx,=-10x=-2 ¢x,=3Yyy,=4 dx=3

8. a. Todo cuadrado es un rectangulo. (V).

b. Todo poligono, si es rombo y tiene todos sus angulos internos iguales,
entonces es un cuadrado. (V).

c. Existe un poligono que tiene todos sus lados iguales y no es un cuadrado. (V).

d. Todo poligono, es un cuadrado si y s6lo si este tiene todos sus angulos
internos y todos sus lados iguales. (F). Un contraejemplo es un pentagono
regular.

e. Todo poligono, si tiene todos sus angulos internos iguales entonces 0 es un
triangulo equilatero o es un cuadrado. (F). Un contraejemplo es un pentdgono
regular.

f. Todo poligono, si este es un triangulo, entonces todos sus angulos internos
iguales si y s6lo si todos sus lados iguales. (V).

11. a. Limf(x)#L < @ e>0)(YN>0)3x e D)(x>N A [f(x) - L] > &)

X—>+0

b. Limf(x)=L< (3 e>0)(VN<0)@xeD)(x<NA |[fx)-L| >¢).

X——00
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c. Limf(x)2+0e (AM>0)(V 6>0)(3xe D) (0<|/x-al <5 A fx)<M)

X—a
d. Limf(x)#—c0< (AM<0)(V 5>0)3xeD)(0<|x-al <5 A f(x)=M)
X—a
CAPITULO 4
SECCION 4.1
1. aVv b. F c.F dF e.F f.Vv gV
hhv. iV jV kF LV mV
2.a. A={4,9,2549,121} b.B={-1,0,1} c. c={4,7,10,13,16,.. }
_ _fol 23
d. D={1,2,34,61218} e.E—{O,2,3,4,...}

f.F={-4,-3,-2-1,0,1,2} 9. G=¢ h H={-11/4,1/4,13/4}

3.a. A={xeN/ x=5n,neN } b.B={XEN/x=n2,neN,1sn <12}
c. C={xeN/x=1+4n,neN,0<n<6}
d. D={XGN/x=n3,neN,1£n£5}

e. E={xeR/x=(2n+1)V3,neN,1<n<4}

4. Todas son verdaderas excepto g.

50a.A=B={2},c={3} b. A=B =C, con A cualquiera.
cA={1}, B={2},c={13} d. A =B, con A cualquiera.
eA={1}, B={2},c={12} f. No existe tal A.

3m
3 2
2B/m 52

6. 9 7a. 2°™ b. 2 c. 8. 2™,

SECCION 4.3
1.a{1,9} b.{257}¢cq{3456,7,8} dB e.{3,46,8} {23}
2. A={0,5789} B={01,2734,58}
3. A={0,34,89} B={1,34509}
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4. A={0,2,3,56} B={01,356,89} Cc={0,1,3,56,9}
u=9{0,1,23,4,56,7,89}
14.a. A b. AUCB c. CAuUB d. U e f. U

SECCION 4.4
3. paxn={2.{(2.2)}}

SECCION 4.5
1. a{abxyz} b{by} c.{bxyz} d.{by}

22a{12.,10} b. @ ¢ N d@ 3.aX, bX, cX d{1}
4. ay, b.Y, cY, d{1} 5.a. By, b.B, c.R d.B,
6.a. N b.Mgswy ¢ N d {0} 11.Solobyd

12{{a} {b} {c3} {{a} {bc}} {{b}{ac}} {{c}{ab}} {X}

SECCION 4.6
1.a.i. (0,0,0,0,0,0,0,0) ii. (0,1,0,1,0,0,0,1) iii.(1,0,1,1,0,0,1,1)
iv.(0,1,0,1,0,1,0,1) v. (0,0,0,0,1,1,1,1) vi. (1,1,1,1,0,0,0,0)
b.i.Uu i {2,7,8} vii. {1,347} viii. {1,2,3,4,5,6,8}

2. (1, 1) diferencia simétrica, (2, 2) diferencia, 3 complemento, (4, 4) interseccion,
(5, 5) unién.

CAPITULO 5

SECCION 5.2

3.a.3x2=6  b.2%4=2%
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SECCION 5.3
1.a.55 b.35 c.15 2.a.5% b.28% c.8% 3.a0 b.7

4a.320 b.20 c.60 d.34 5a18 bh.19 c. 114 d. 11 6. 33

SECCION 54
1. 8x6x5=240. 2. 2°

3.a.6%=216 b.3x5%=75 c.3x5°=75 d.150 e.6 f.6x5x4=120
4.a. 4x3+2=14 b. 14 x14=196.¢C. 14 x 13 =182

5.a. 26 x 10° = 17.576.000 b. 26 x 25 x 24 x 10° = 15.600.000
C. 26°x10x 9 x 8=12.654.720 d. 26 x 25 x 24 x 10 x 9 x 8 = 11.232.000

6.a.2°=16. b.2°=64. c.3x2°=192. d.8 e.28. f.2°—-1=255. g. 2*=16
7.a.71=5.040. b. 41 x31=144. ¢.5x 41 x31=720. d. 2 x 3! x 41 = 288

8.2.4x3x3=36 b.4x3x2=24 c.3x2x1=6 d.3x2x3=18
.5x4x3-3x2x3=42 f5x4x3-3x2=54
0.3x2x3+3x2x1=24 h.4x3+4x3x2=36

9.a.5° b.5x4x3=60 c.5=25 d 4x3=12 e 4x5°=100

f. 4x4x3 =48 0.5°-4%=161
10.a. 10!  b. 2I x5! x 3! c. 3Ix7! d. 6x5!x3!x2!
e. (2x8+8x7)x8! f.5x3+5%x2+3x%x2
SECCION 5.5
1. an! b. n! c. w d1 e.n f. (n+Dn
| | |
3.a.P(4,3)= A = i =24 b.C(4,3) = L -
(4-3)! 1 (4-3)!x3
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4.P(7,3) =210 5.C(7,3) =35 6.a.C(10,5)=252 b.C(8,3) =56
7.C(5,2) =10 8.C(5, 1) + C(5, 2) + C(5, 3) + C(5, 4) + C(5,5) =31
9.C(8, 3) =56 10.C(6,1) =6

11.a. C(6,3)x C(7,4) =700  b.C(6,4)=15  c. C(13,4) —C(6, 4) = 700
d. C(7,4) + C(7,3) x C(6, 1) = 245
e. C(6,1) x C(7,3) +C(6,2) x C(7, 2) + C(6, 3) x C(7, 1) =665
f. C(13,4)— C(11, 2) = 660

12.a. 52! b. C(13,5) =1.287 c. 4 x C(13, 5) = 5.148

d. 13 x C(4, 3) x 12 x C(4, 2) = 2.496
e. 13 x C(4, 2) x 12 x C(4, 2) x 11 x C(4, 1) = 247.104

13.a. C(8, 5) = 56 b.C(7,5) =21 c. C(8, 2) x C(7, 3) = 980
d. C(8, 3) x C(7, 2) = 1.176

14.a.2°= 64 b.C(6,1) =6 c.C(6,2) =15
d. C(6, 0) + C(6,1) + C(6,2) + C(6,3) =42 e.C(6,3) =20
15. a. C(15, 2) = 105 b.C(13,2)=78  ¢.C(13,1) x C(2, 1) = 26

d.C(13,1) x C(2,1) +C(2,2) =27 6 C15,2)—C(13,2) =27

16.a. 5!=120 bh. 2x41=48 C. 41+3x31+3x2x2! +31x1=60
| | |
178 — 2 =360 b — =420 ¢. — 2 _s55440
21x11x11x1! 3Ix 21x 111! 5Ix 3Ix11x11x 1!
18.a. C(6,1) x 5 x 21°=122.523.030 b. C(6, 2) x 5% x 21*=72.930.375

c. 21+ C(6,1) x 5 x 21°=208.289.151  d. 26° — 21° = 223.149.655
e. 26°—(21%+ C(6, 1) x 5 x 21°) = 100.626.625

19.a. 7! b. 6! c. 2x5! 20.a. 10! b. 2 x5! x5! c. 51 x4l

21.a. 9! b. 4! x5! c. 71x8l!
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CAPITULO 6
SECCION 6.2

1110

l.a. domR)=9{3,57} b.rangR)={1,3,11} c |1 1 0 0
1100
)

dR*={(13),(5),(17),.3,3),(3,5),37),(113) }.

2.a. SoR={(0,3),(0,7),(1,-4), (-1,-4),(2,3), (2, 7) }
b. (R s ={(30),(7,0),(41),(-4-1),3,2, (7,2 }
3. 24=16
4.a. SoR={(n,6n) / neN*} b. R st={(6n,n)/ neN*}

Y

5. a. dom(R) =R dom(S) =[-2, 2]

rang(R) = [0, +©) rang(S) = [-1, 1]

X

6. a. 2% = 8relaciones.

SECCION 6.3
1. a. Reflexivas: R, Rq b. Simétricas: R;, Ry, Rg, Rg, Ry, Rg

c. Antisimétricas: R,, Ry d. Transitivas: R,, R,, Rs, Rg, Rg

2. a. Reflexiva: R,. b. Simétricas: R;, R,, R,

c. Antisimétricas: R;, Ry, R, d. Transitivas: R;, Ry, R,
3. a. Reflexiva: R, b. Simétricas: R;, R,, R, c. Antisimétricas: R,, R,

4. a. Reflexiva: R; b. Simétricas: R;, R,, R, c. Antisimétrica: R,

d. Transitivas: Ry, R,

5.a RUS={(2,2),(273), (2,4),(26),(3,3), (3 4),(3,6), (4,4), (46), (6,6) }

b.RNS=9{(24),(26), (3, 6)} c. R-5={(2,3),(3,4),(4,6) }
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6. a.{(1,1),(22),3,3),(12),21),223).,32}
b.{(1,1),(22),(3,3),(12),(273)}

c.{(11),(22.(373).(23).(13).31,21} d{@1n}
€. { (11 1)! (21 2)! (11 2)! (2’ 1) } f. { (17 2)} g IX
SECCION 6.4

[N

.b.{C;}rer donde I={reR/r>0} y C, circunferencia de radio r y centro
en el origen.

N

b { L, }ber donde Ly, eslarecta y=x+b. O sea, { L, }oer, es el conjunto
de rectas de pendientes 1.

3.b.{ L, }oer donde Ly eslarecta y=—x+b.Osea { L, }beRr es el conjunto
de rectas de pendiente —1.

4. b. {{[x]/xeR} donde[x]={x+k/keZ}

5. [0]={5k/kez} [1]={5k+1/keZ} [2]={5k+2/keZ},
[3]1={5k+3/keZ} [4]={5k+4/keZ}.

6. c. ~es o (X)x o (X). d. ~ esladiagonal de @ (X).

7.[01={0}[11={1,6},[21={2,5} [3]1={3,4}.

8. b. La recta en el espacio que pasa por el punto (a, b, ¢) y el origen, menos el
punto (0, 0, 0).

.R={(0,0),(1,1),(22),(3,3),(1,2,(2,1)}. 10. Ix y XxX

©

11. Ver el problema resuelto 1.  18. X=(.

CAPITULO 7

SECCION 7.1
1. Sélo son funciones T y H 2. a. Inyectivas: g y k b. Sobreyectivas: f,h y k
c. Biyectiva: k. 3. Si, en el caso de que su dominio sea un conjunto unitario.
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4. Si, en el caso de que el conjunto de llegada sea unitario.

8. b. gx)=f(x),six=3y g(3)=0.

SECCION 7.2
a3 X, six>16
1. a fx) = PRRST b. gl =2¥x+1 ¢ h}x)= 2 12
5 5
yn_ Y+3 ey = X 9 o _ (3x—2)3
d. f (x)——4x_2 2. h—=(x) = < 3 3.a. (geNKX) T +2
3 3
o = X_ _10 = X_ i
b. (feg)(x) 9 +4 c. (f 9)(x) 81+ 3
d. (@lof)x)=3Y3x-4 4. 1.
SECCION 7.3
1. a [1,10] b. [-3,3] ¢ [-vV5,V5] d. [1, 6].
2. a. [-3,15] b. [-3,3] ¢ [-2,-1]U[1, 2] d. [-1, 5]
3.a (-2,-4/3) b.(-3,-1) ¢ (-, -1/2)U (Y4, +x) d. (-3,-1) U (-1, 3)

4.b. £ R>R,f(x)=x*, A={-2},B={2}.

SECCION 7.4
1. a,=a,1+2 2. by=b,_1+2 3. Ch=7Chq
4. dy=dy4+2n-1 5. Cn= Ch_1t2n 6. a,=an_, +2(-1)"+1
7. ay=4(1,5)" 8. by=3x5"1_1 9. d,= @ 3
10. ¢,=9(-1,5)"" 11. a,=8n! 12. ¢,=2"+n-1
13. ghn=-2(n-1) 14. Si, grado 1 15. No

16. No 17. No 18. Si, grado 3
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19.

22.

25.

217.

29.

3L

32

No 20. Si, grado 3 21. No
by = %[5" +2(-1)" 23. a,= (-2)" 24. ¢,=-5(=3)" + 2n(-3)"
a,=-6(-2)"+4n(-2)"  26. b,=2(v/2 )"+ (-4/2)"

C,= % [2"+(D)"] 28 c= %[3n +4@ T

r-1
a. b,=3b,4 b. b,=100(3)"

n —
ap=apr" + h(r 1] 30. a. C,=1,12C,;  b. C,=10.000(1,12)"

.a P,=1,013P,,  b. P,=6.000(1,013)" millones

c. Pso=6.000(1,013)*° millones ~ 11.445,203 millones

1.

2.

3.a. *

4.

CAPITULO 8
SECCION 8.1

Asociativas: solo h. Conmutativas: b, d, e, h. Tienen elemento neutro: e, con e =
Oy f, cone=1.

Asociativas: a, b, ¢, e. Conmutativas: a, ¢, e. Tienen elemento neutro: c.

b.

NP WO
PNNWwkO| N

AwWNPRO
AwNPRO|O
orwWNE L
RobhwN|n
NP ORW|w
wNROoOM|A
rwnvPO|
cocoocoofgo
AR O|
Wk ANy

a. Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 0, todo elemento es simetrizable.

b. Asociativa conmutativa, con elemento neutro 1, todo elemento simetrizable
excepto 0.

Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 12, s6lo 12 es simetrizable.

100a.1 b 2% ¢ 3 dn? 1la 1l b 2° ¢35
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SECCION 8.2

1. ¢cd e fyg 3. b. X=-%4
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